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Professor Doutor Corneliu Cismaşiu
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Resumo
A análise do comportamento dinâmico de estruturas de engenharia civil tem um
interesse evidente para a avaliação dos efeitos das acções de sismos, vento e
tráfego ferroviário, rodoviário ou pedonal. O interesse desta avaliação estende-se
também à própria caracterização global do estado das estruturas, uma vez que as
propriedades dinâmicas estão directamente relacionadas com esse estado.
Para analisar o comportamento dinâmico de estruturas de engenharia civil, tem
havido ultimamente um especial interesse nas técnicas de identificação modal
com base na análise da resposta das estruturas às acções a que normalmente
estão sujeitas. Tal deve-se aos progressos que se têm verificado nas tecnologias
dos transdutores de medição da resposta dinâmica de estruturas, dos sistemas
de aquisição de dados, dos meios informáticos e também ao desenvolvimento de
métodos de identificação modal.
Neste trabalho procedeu-se à análise do comportamento dinâmico de uma ponte
pedonal face à acção sísmica, recorrendo a métodos de identificação modal
estocástica para efeitos de caracterização estrutural. Foram identificados os três
primeiros modos de vibrações, nas direcções longitudinal, transversal e vertical e
os coeficientes de amortecimento modal correspondentes.
Com os resultados obtidos in situ, calibrou-se o modelo de elementos
finitos, minimizando os erros entre as componentes modais identificadas
experimentalmente e as calculadas analiticamente.
Por fim, com intuído de avaliar a resistência ao estado limite de rotura e de
deformação excessiva nas zonas de ligação viga-pilar, foi feita uma análise linear
para acção sísmica regulamentar de acordo com o EC8.
Palavras chave:





The response of civil engineering structures to earthquakes, wind and traffic loads
can only be accurately estimated by a dynamic analysis. In addition, the dynamic
properties of structures are also of interest in order to assess the current state of
existing structures.
Nowadays, one can observe a growing interest in the modal identification
techniques, as a way to obtain the dynamic characteristics of existing civil
engineering structures. This is a direct result of recent progress in technologies
associated to the dynamic response measurement and the data acquisition
systems, as well as the developpment of high performance model identification
computer codes.
In this work the dynamic behavior of a pedestrian bridge has been investigated.
The first three vibration modes and the corresponding modal damping coefficients
were estimated from ambient response using stochastic modal identification
methods.
With the results obtained on site, the finite element model was calibrated in order
to minimize the error between the identified and numerical modal components.
Finally, the structural safety of the bridge was assessed under seismic
action defined by response spectra according to EC8 by performing linear
three-dimensional dynamic analyses. The two limit states defined in this code,
namely the collapse and excessive deformation limit states for the beam-column
connection have been considered.
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Nos últimos anos, o desenvolvimento na construção das redes viárias tem vindo
a crescer significativamente, levando a dificuldades de circulação de peões, e,
consequentemente, aumentando a necessidade de construção de passagens
superiores, de modo a facilitar o tráfego pedonal.
As pontes pedonais têm como função a ligação entre dois ou mais espaços
distintos, de forma eficiente, rápida e sobretudo segura. Estes tipos de estruturas
têm sido utilizados desde a antiguidade para vencerem os obstáculos impostos
pela Natureza e, segundo Ritter [77], representam uma das mais antigas obras de
engenharia.
As pontes pedonais construídas nos últimos anos caracterizam-se por serem
pouco robustas e muito esbeltas, visto que no acto da sua concepção não são
previstos grandes níveis de carga. Este facto torna este tipo de estruturas bastante
sensível a acções dinâmicas, levando a que, em muitas delas, acções de pequena
magnitude conduzam a estrutura a vibrações excessivas [43].
A principal causa de vibrações excessivas em pontes pedonais é a ocorrência
de fenómenos de ressonância, motivados pela proximidade entre a frequência
da acção que solicita a estrutura e a frequência natural desta. O fenómeno
da ressonância torna-se mais acentuado quando, para além da estrutura ser
relativamente flexível, tem também um baixo amortecimento estrutural, como
sucede em especial com algumas pontes metálicas ou mistas.
Associados ao problema das vibrações, para além do desconforto por parte dos
utilizadores, estão fenómenos de fissuração, fracturas por fadiga, colapso total ou
parcial, redução de vida útil em serviço [50] . O problema do conforto em pontes
pedonais pode intimidar os utilizadores, perdendo a ponte a sua funcionalidade, e
não estando desta forma a satisfazer os objectivos para os quais foi projectada.
No caso de ocorrência de um sismo, o colapso de uma ponte pedonal não
é, de todo, o que mais preocupa as Autoridades de Protecção Civil. Contudo,
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este problema pode condicionar o funcionamento das restantes redes de
infra-estruturas, vulgarmente designadas por “lifelines”, que são peças vitais e
essenciais para uma resposta rápida e eficiente das autoridades em caso de
eventos extremos.
Os grandes sismos, pela forma globalizante e indiscriminada como atingem
os diferentes tipos de redes de infra-estruturas, estão entre os riscos naturais
que, do ponto de vista histórico, quer em Portugal quer a nível internacional,
comprovadamente [31], maior impacto negativo tem causado, não só a nível de
vítimas, como também a nível de bens públicos e privados.
1.2 Danos devido à acção sísmica
Para além de perda de vidas humanas aos danos causados por acções sísmicas
estão associados custos económicos, sendo estes classificados em directos e
indirectos. Os danos directos são o somatório dos custos de reparação dos
elementos da rede afectados, enquanto que os danos indirectos, mais difíceis de
quantificar, estão relacionados com a forma como a economia é afectada pela
interrupção da rede de transportes.
Os danos em pontes podem ser provocados pela rotura do solo de fundação,
situção que depende essencialmente do nível de deformação do solo; ou pelo
movimento de vibração da estrutura, quando dependem em grande parte das suas
características dinâmicas para resistir a acções cíclicas [41].
Na Figura 1.1 mostra-se o caso de colapso do tabuleiro do Viaduto de Gavin
Canyon, durante o sismo de Northridge, 1994.
(a) Secção transversal do tabuleiro (b) Vista lateral do tabuleiro
Figura 1.1: Viaduto de Gavin Canyon, sismo de Northridge, 1994 [51]
Depois do sismo de San Fernando Valley, em 1971, nos EUA em que se verificou
a queda de uma ponte por falta de zona de apoio nos encontros [41], o Viaduto de
Gavin Canyon foi alvo de intervenção, mas a falta de apoio do tabuleiro numa das
extremidades deu origem ao seu colapso [51].
Para além dos já mencionados casos de colapso de obras de arte devido aos
sismos de Northridge e San Fernando Valley, existem relatos de muitos outros,
alguns dos quais são de seguida mencionados:
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• o colapso por rotação dos pilares, devido a efeitos de liquefacção, nas pontes
Showa Bridge (Japão) no sismo de Niigata, em 1964, e Nishinomiya Bridge
(Japão) no sismo de Kobe, em 1995, Figura 1.2;
(a) Showa Bridge, 1964 (b) Nishinomiya Bridge, 1995
Figura 1.2: Colapsos nos sismos de Niigata (a) e Kobe (b) [41]
• deslocamentos relativos excessivos entre pilares que causaram
descalçamento dos apoios dando origem à queda do tabuleiro no Viaduto
perto de Arifiye (Turquia), no sismo de Izmit, em 1999, e San Francisco -
Oakland Bay Bridge (USA), no sismo de Loma Prieta, em 1989, Figura 1.3;
(a) Viaduto perto de Arifiye (Turquia), 1999 (b) San Francisco - Oakland Bay Bridge, 1989
Figura 1.3: Colapsos nos sismos de Izmit (a) e Loma Prieta (b) [41]
Os acidentes acima mencionados estiveram na origem de elevadas perdas
humanas, bem como de bens públicos e privados, não sendo, portanto, de
estranhar que a análise do comportamento dinâmico e a vulnerabilidade sísmica
destas redes seja uma preocupação da engenharia estrutural.
Essa crescente preocupação da engenharia de estruturas, tem-se reflectido
no desenvolvimento de novas tecnologias que permitem a observação do
comportamento dinâmico de estruturas reais e de modelos numéricos, ao nível
das metodologias de identificação modal e ao nível dos modelos computacionais
para simulação e interpretação do comportamento dinâmico.
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1.3 Análise do comportamento dinâmico de estruturas
de engenharia civil
O presente trabalho pretende avaliar a integridade estrutural de uma ponte
pedonal quando solicitada a acções sísmicas regulamentares, utilizando métodos
de identificação modal estocástica no domínio da frequência, para efeitos de
caracterização dinâmica.
A análise do comportamento dinâmico e a vulnerabilidades de estruturas de
engenharia civil às acções dinâmicas é um tema que preocupa aos engenheiros
de estruturas há longa data, sendo praticamente impossível efectuar uma
apresentação exaustiva de todo o trabalho que tem sido feito neste domínio. No
entanto, referem-se em seguida alguns trabalhos que ilustram o interesse e a
importância desse tema.
A análise dinâmica de estruturas no ramo da engenharia civil passa, geralmente,
por processos de identificação modal, em que a sua caracterização é possível a
partir de informação obtida por via experimental e com os métodos de identificação
modal é possível conhecer um conjunto de modos naturais de vibração traduzidos
em termos das suas frequências, coeficientes de amortecimento e configurações.
Os primeiros passos no domínio da identificação modal tiveram início na década
de 40 do século passado [17]. Desde essa altura, têm-se verificado progressos
significativos nas tecnologias dos transdutores de medição da resposta dinâmica
de estruturas, dos sistemas de aquisição de dados, dos meios informáticos e
também no desenvolvimento de métodos de identificação modal.
Foi no ano de 1964 que foi utilizado pela primeira vez o método básico no domínio
da frequência (BFD - Basic Frequency Domain) para avaliar as frequências
naturais de um edifício de 19 pisos a partir da análise dos registos de velocidade
obtidos em ensaios de medição de vibrações ambientais, estimando também a
configuração do primeiro modo de translação numa das direcções [28].
Mais tarde, em 1971, nos Estados Unidos, o método foi utilizado com o objectivo
de avaliar as frequências próprias, as configurações modais e os respectivos
coeficientes de amortecimento nas pontes suspensas Newport Bridge em Rhode
Island e William Preston Lane Memorial Bridge em Maryland, utilizando técnicas
de análise espectral dos registos de vibrações induzidas pelos efeitos do tráfego
e vento [60].
No ano seguinte, em 1972, foram avaliadas as frequências e configurações
dos modos naturais de vibração de dois edifícios, utilizando os espectros de
Fourier de registos de velocidades obtidos em ensaios de medição de vibrações
ambientais [17, 78].
Ainda na década de 70, concretamente no ano de 1978, foi feita a avaliação de
frequências dos modos naturais de vibração da ponte suspensa Vincent Thomas
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Bridge em Los Angeles, a partir dos registos de velocidades e deslocamentos na
estrutura sob o efeito do vento e tráfego rodoviário [75].
Em Portugal, o LNEC destacou-se em 1969 ao usar o método BFD pela primeira
vez para avaliar o comportamento dinâmico de edifícios a partir de ensaios de
vibração ambiental [61, 78].
Mais tarde, apareceram pequenos centros de investigação no âmbito de
identificação modal estocástica, como por exemplo o Laboratório de Monitorização
de Estrutura da FEUP (Vibest, www.fe.up.pt/vibest) que, por exemplo, usou este
método para realizar ensaios dinâmicos de recepção de viadutos ferroviários,
tendo efectuado, em particular, ensaios em cinco obras de arte durante a
remodelação da Linha Porto - Guimarães, dois viadutos construídos durante a
remodelação da Linha Porto - Braga [57] e a ponte situada sobre o rio Vouga, na
estrada EN329 [56].
O aperfeiçoamento do método BFD levou ao surgimento do método base
de decomposição no domínio da frequência (FDD - Frequency Domain
Decomposition), bem como da sua versão melhorada (EFDD - Enhanced
Frequency Domain Decomposition).
O método FDD foi apresentado e utilizado pela primeira vez no contexto de
identificação modal estocástica em 1982 [61, 78]. Posteriormente, em 1988, este
mesmo princípio foi utilizado no contexto de análise modal experimental com
controlo e medição das forças de excitação, tendo sido este método designado
por Complex Mode Indication Function - CMIF [83].
Em Portugal, só em 1992 foi usado pela primeira vez o método FDD pelo LNEC,
para obter um espectro designado por espectro principal de velocidades, a partir
do qual foi possível identificar em estruturas as frequências naturais de vibração e
obter as respectivas componentes modais [25].
As obras de reforço sísmico no edifício da Assembleia da República, em
2009, são fruto de avaliação e caracterização dinâmica com recurso a estas
técnicas de identificação modal. A necessidade desse reforço sísmico surge na
sequência de um relatório, elaborado em Junho de 2008 pelo LNEC, relativo
à avaliação e caracterização dinâmica do Palácio de São Bento, que concluiu
que as paredes principais da Sala das Sessões e do Senado são elementos de
elevada vulnerabilidade sísmica, carecendo de uma análise de pormenor. Feitos
os ensaios de caracterização dinâmica do Palácio de São Bento, concluiu-se que
realmente existiam excessivas deformabilidades da parede principal da Sala das
Sessões, em resultado da ausência de travamentos [26].
Um outro caso de aplicação destas técnicas são os ensaios de caracterização
feitos pela FEUP, em parceria com a Universidade de Sheffield [17], na ponte
suspensa de Humber no Reino Unido. A ponte de Humber, composta por três
vão em que os vão laterais apresentam 280 m e 550 m e o vão central tem de
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comprimento 1 410 m [15], está na lista das cinco maiores pontes suspensas do
mundo com um comprimento total de 2 220 m.
A caracterização dinâmica da ponte suspensa de Humber às acções ambientais
foi realizada com recurso a um conjunto de 10 sismógrafos triaxiais programáveis e
sincronizados através de antenas GPS, onde foi possível instrumentar 76 secções
ao longo do tabuleiro e torres, num período de 5 dias, em séries temporais de
1 hora, foram instrumentados 228 graus de liberdade, utilizando dois pares de
sensores como referência (Figura 1.4).
(a) Vista. Fonte www.google.com, 04/09/12 (b) Modos de vibração. Fonte [17]
Figura 1.4: Ponte de Humber, Reino Unido ensaio de vibração ambiental
A ponte suspensa de Humber já tinha sido objecto de estudo em 1985, quando,
utilizando apenas 3 acelerómetros, 2 Km de cabo e um sistema de gravação
analógica em fita magnética, foi possível instrumentar 40 secções ao longo do
tabuleiro e torres. As séries recolhidas tiveram a duração de uma hora, tendo
o ensaio durado 6 meses e identificado 100 frequências naturais e modos de
vibração no intervalo de 0 a 2 Hz [15].
Os últimos ensaios efectuados a ponte suspensa de Humber, para além da
identificação das características modais, tinham por objectivo avaliar a eficiência
dos aparelhos, bem como as técnicas de ensaio utilizadas, que, por se tratar de
uma estrutura de grandes dimensões e caracterizada por um elevadíssimo número
de frequências próprias baixas e muito próximas umas das outras, se revelaram
extremamente eficientes.
Com vista à avaliação das condições de segurança de obras de arte inseridas
na rede viária da Aguieira e obtenção de informação que permita caracterizar
o estado actual das obras, foram realizados pelo LNEC ensaios de medição da
resposta às acções ambiente na ponte da Foz do rio Dão e na ponte sobre o rio
1.3. ANÁLISE DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DE ESTRUTURAS 7
Criz II. Ambas as pontes são em betão armado pré-esforçado da autoria do Prof.
Edgar Cardoso, projectadas em 1975 [79, 80].
A ponte da Foz do rio Dão é constituída por nove tramos, tendo dois tramos de
extremidade com vãos de 30 m cada um e sete tramos intermédios com vãos de
40 m cada, que perfazem um comprimento total de 340 m, Figura 1.5 [79].














Figura 2 – Planta e corte longitudinal da Ponte da Foz do Dão Figura 1.5: Planta e corte longitudinal da Ponte da Foz do Dão [79]
No processo de caracterização dinâmica da ponte da Foz do rio Dão, foram
identificados modos de vibração nas direcções transversais e verticais. A título
ilustrativo, na Figura 1.6 apresentam-se os espectros de funções de densidade






































Figura 33 – Espectro do 1º valor singular calculado com as acelerações transversais 
Figura 1.6: Espectro de densidade espectral das acelerações transversais [79]
Ainda em relação à ponte da Foz do rio Dão, na Figura 1.7 apresentam-se as duas
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primeiras configurações modais das cinco identificadas com o método EFDD para
o modo transversal, numa representação em plana retirada do programa ARTeMIS
Extractor, onde também se pode visualizar o valor das frequências identificadas,
bem como o coeficiente de amortecimento estimado.
configuração identificada com o método EFDD (f = 0,65 Hz, x = 1,9 %) 
 
Figura 35 – Configuração do 1º modo transversal (a) Configuração do primeiro modo transversal
configuração identificada com o método EFDD (f = 1,28 Hz, x = 1,9 %) 
 
Figura 36 – Configuração do 2º modo transversal (b) Configuração do segundo modo transversal
Figura 1.7: Configuração identificada com o método EFDD [79]
Em 2004, foi desenvolvido na FEUP um trabalho com o objectivo de mostrar
a importância dos ensaios de medição da resposta às acções ambientais na
identificação de parâmetros modais e na calibração de modelos numéricos.
O trabalho foi desenvolvido numa ponte pedonal do tipo “stress-ribbon”
(Figura 1.8), que se caracteriza por apresentar níveis excessivos de vibração. A
ponte pedonal estudada localiza-se no campus da FEUP e foi construída com o
objectivo de ligar o edifício da cantina e a zona da biblioteca.
A ponte é apoiada nos encontros e num pilar intermédio, formando dois vãos de
28 e 30 m. A laje de tabuleiro constitui uma estrutura laminar de betão armado,





















0Figura 1.8: Alçado principal ponte pedonal do tipo “stress-ribbon” [16]
No total foram identificados 10 modos de vibração com frequências entre 0,99 a
8,26 Hz, aplicando o método BFD. Na Figura 1.9 esta apresentada a comparação
1.3. ANÁLISE DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DE ESTRUTURAS 9
dos primeiros dois modos de vibração identificados e calculados através do
modelo de elementos finitos calibrado. Pela configuração, conclui-se que são
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(b) 2◦ Modos de vibração
Figura 1.9: Modos de vibração identificados e calculados [16]
Um outro trabalho onde é evidente o importante papel que os ensaios
experimentais assumem na caracterização do comportamento estrutural e na
calibração e validação do modelo de elementos finitos para efeitos de análise
dinâmica, é o trabalho desenvolvido numa ponte pedonal metálica, em 2009, na
cidade de Trabzon, Turquia [7].
Figura 1.10: Modelo tridimensional da ponte estudada [7]
A partir dos ensaios foram identificados 6 modos de vibração no intervalo de 2,08
a 6,67 Hz (três verticais e três de torsão), utilizando o método BFD. Em termos
de frequências naturais, a concordância entre o modelo de elementos finitos e os
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valores medidos experimentalmente foi possível a custa de optimização estrutural,
de onde se consegui uma redução do erro de 22 % para 5 %.
(a) 1◦ Modos vertical f = 2.39 Hz (b) 1◦ Modos de torsão f = 2.50 Hz
Figura 1.11: Modos de vibração calculados [7]
Na Figura 1.11 estão apresentados o primeiro modo de vibração vertical e de
torsão, já optimizados, calculados através do modelo de elementos finitos, com
recurso ao programa SAP2000.
1.4 Objectivos do trabalho
Ciente dos efeitos que um sismo de magnitude moderada a elevada pode
provocar na sociedade portuguesa, a empresa Estradas de Portugal, S.A
(EP), e o Laboratório Nacional de Engenharia Civil (LNEC), em parceria
com o departamento de Engenharia Civil da Faculdade de Ciências e
Tecnologia - Universidade Nova de Lisboa (FCT - UNL) e o Instituto Superior
Técnico - Universidade Tecnológica de Lisboa (IST - UTL), estão a desenvolver
um projecto, designado SUPERB, que tem por objectivo a prevenção do
descalçamento devido à acção sísmica e a aplicação de elementos de reforço em
pontes, no âmbito do qual se insere o desenvolvimento da presente dissertação.
Os danos devidos ao efeito dinâmico dependem muito das características
dinâmicas e da capacidade da estrutura para resistir a acções cíclicas. Neste
contexto, o objectivo da presente dissertação é a identificação das características
modais de uma ponte pedonal localizada na Estrada Nacional 125 - 10
(EN125 - 10), concretamente na freguesia de Montenegro, distrito de Faro, região
do Algarve.
Por fim, visto que a ponte pedonal estudada foi dimensionada com base na
antiga regulamentação nacional (RSA, REBAP e REAE), substituída em 2007
pelo regulamento europeu para o dimensionamento de estruturas à acção sísmica
(EC8), pretende-se avaliar a segurança da estrutura face à acção sísmica segundo
os regulamentos actualmente em vigor.
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1.5 Organização da dissertação
Para além do presente capítulo, onde se apresentam breves considerações
do tema estudado, os objectivos da dissertação e o modo como se encontra
organizada, a dissertação estende-se por mais quatro capítulos.
No capítulo 2 é apresentada uma descrição sumária de alguns dos métodos
que permitem analisar o comportamento dinâmico de estruturas no ramo da
engenharia civil, no domínio da frequência.
O capítulo 3 é reservado ao estudo de uma ponte pedonal localizada na
EN 125 - 10. Neste capítulo, para além da aplicação pratica dos métodos
de identificação modal estocástica abordados no capítulo 2, é desenvolvido e
calibrado o modelo analítico da ponte estudada.
No capítulo 4, são definidos os critérios de segurança ao estados limites de ruptura
e de deformação excessiva nas zonas de ligação entre elementos estruturais, com
objectivo de analisar a integridade estrutural na zonas de ligação viga/pilar, devido
a acções sísmicas regulamentares definidas de acordo com o EC8.
No capítulo 5, é apresentada uma análise dos resultados e as conclusões do
trabalho efectuado, fazendo-se por fim diversas recomendações surgidas na






Os sismos são, desde há muito, dos fenómenos que maiores destruições
provocam e maiores perdas materiais e humanas originam. No último século,
nota-se uma crescente preocupação da sociedade em relação à problemática
da segurança, que se tem reflectido a nível da engenharia de estruturas, com
a revisão da regulamentação de segurança, concretamente no que concerne às
solicitações dinâmicas a que as estruturas podem estar sujeitas.
Em engenharia civil, a análise do comportamento dinâmico das estruturas
é efectuada habitualmente recorrendo a resultados experimentais obtidos em
ensaios de vibrações e/ou a resultados de simulação numérica em modelos
computacionais.
Geralmente, o recurso a modelos numéricos está associada à concepção
e projecto de novas estruturas, ou então a actividades relacionadas com o
acompanhamento e a avaliação de segurança de estruturas existentes que
apresentem um risco potencial significativo, como é o caso das pontes e das
grandes barragens [61].
A utilização de ensaios de vibrações está usualmente associado aos designados
ensaios de recepção, realizados após a construção das estruturas e antes da
sua entrada em serviço, para avaliar as condições de segurança iniciais, bem
como a ensaios periódicos ao longo da vida útil das estruturas, enquadrados nas
actividades de observação do seu comportamento dinâmico [61, 79, 80].
Neste capítulo apresenta-se uma descrição sumária de alguns dos métodos
que permitem analisar o comportamento dinâmico de estruturas no ramo da
engenharia civil, no domínio da frequência, começando pelo usual método
determinístico e de seguida descrevendo o método estocástico.
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2.2 Excitação determinística
O comportamento dinâmico de estruturas com base em excitações determinísticas
baseia-se na determinação da resposta das estruturas, a partir de excitações
conhecidas.
2.2.1 Oscilador de um grau de liberdade
Considera-se o sistema de um grau de liberdade de massa (m), rigidez (k) e
amortecimento do viscoso (c), representado na Figura 2.1.
Figura 2.1: Sistema dinâmico com 1GDL
Aplicando a 2a Lei de Newton [19], é possível escrever o movimento do oscilador
de um grau de liberdade representado na Figura 2.1, o que se traduz na seguinte
equação:
mü (t) + cu̇ (t) + ku (t) = p (t) (2.1)
em que u (t) representa a resposta do oscilador a uma acção p (t), u̇ (t) e ü (t) são
respectivamente a primeira e segunda derivada de u (t) em ordem ao tempo t.
A resolução da equação diferencial de segunda ordem (2.1) pode ser efectuada
no domínio do tempo, recorrendo a funções de resposta a impulsos (IRF), por
exemplo recorrendo ao integral de convolução de Duhamel [19, 21].
No entanto, o objectivo deste trabalho é estudar o comportamento estrutural com
base na análise de resultados experimentais no domínio da frequência. Neste
contexto, é evidentemente mais interessante analisar a equação diferencial (2.1)
no domínio da frequência, utilizando para o efeito a transformada de Fourier [18],
o que se traduz em:
U(ω) = H(ω) · P (ω) (2.2)
em que U(ω) e P (ω) representam as transformadas de Fourier da resposta e da
excitação, e H(ω) é função de resposta em frequência (FRF) do sistema de um
grau de liberdade, e caracterizam o sistema através da relação apresentada na
equação (2.3) cuja sua obtenção é apresentada no anexo A:
H(ω) = [−ω2 ·m+ i · ω · c+ k]−1 (2.3)
Atendendo ao parágrafo anterior, é fácil perceber que os sistemas estruturais
podem ser descritos por intermédio de funções que caracterizam a sua resposta,
nomeadamente através das FRF [18, 78].
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Considere-se que o sistema representado na Figura 2.1 apresenta uma frequência
própria de 1 rad/s. Na Figura 2.2, são apresentadas as características de resposta
do mesmo sistema para valores de coeficiente de amortecimento sub-crítico,
crítico e super-crítico.
A função de reposta em frequência é uma função complexa constituída por uma
parte real e uma parte imaginaria, sendo portanto necessário duas funções para
a definir por completo: amplitude e fase em função da frequência, tal como


















































Figura 2.2: Função de resposta em frequência: Amplitude e Fase
Para análise do diagrama de Bode1 importa, antes de mais, definir a relação





Tendo em conta a equação (2.4) e olhando com atenção o gráfico da Figura 2.2
pode-se depreender que:
• a FRF é uma função que, no domínio da frequência, caracteriza
o comportamento da estrutura permitindo, desta forma, identificar
aproximadamente a gama de frequências a que a estrutura tem tendência
para vibrar;
1Trata-se de um diagrama que mostra a dependência da resposta em frequência com a
frequência de excitação de um sistema estrutural.
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• a gama de frequências a que a estrutura tem tendência para vibrar
caracteriza-se por apresentar o máximo valor de amplitude e uma brusca
mudança de fase de 180◦ ;
• para diferentes valores de coeficiente de amortecimento, a amplitude da
FRF apresenta um máximo em correspondência com a frequência natural
da estrutura;
• quando a frequência de excitação (ω) é igual à frequência amortecida do
sistema, a amplitude da vibração do sistema torna-se infinita. Diz-se que a
excitação está em ressonância com o sistema;
• a amplitude pode manter-se pequena, quer através da escolha de um
elevado coeficiente de amortecimento viscoso, quer mantendo afastadas
uma da outra a frequência natural do sistema e a frequência de excitação.
Importa ainda referir que, a partir do gráfico da amplitude, é também possível
estimar o coeficiente de amortecimento do sistema estrutural, como veremos mais
adiante na secção 2.4 do presente capítulo.
2.2.2 Oscilador de múltiplos graus de liberdade
O movimento de um oscilador de múltiplos graus de liberdade é regido pela
equação matricial que se segue [19, 21]:
Mü (t) +Cu̇ (t) +Ku (t) = p (t) (2.5)
As matrizes M, C e K são a matriz de massa, amortecimento e rigidez do sistema,
cujos elementos mij ,cij e kij representam as forças generalizadas que ocorrem
segundo o grau de liberdade i, quando no grau de liberdade j é induzida uma
aceleração, uma velocidade ou um deslocamento unitário.
Os vectores ü(t), u̇ (t) e u (t) contêm as acelerações, velocidades e
deslocamentos generalizados relativos a cada um dos graus de liberdade da
estrutura, enquanto o vector p (t) contem as forças aplicadas segundo cada um
dos graus de liberdade da estrutura.
A resolução da equação diferencial no domínio da frequência resulta numa
equação semelhante à definida para o caso do oscilador de um grau de liberdade,
sendo que no caso de um oscilador com múltiplos graus de liberdade U(ω) e
P(ω), são vectores que representam as transformadas de Fourier da resposta e
da excitação, respectivamente, e H(ω) é uma matriz composta por um conjunto
de componentes H(ω)ij , as quais são funções de resposta em frequência (FRF)
do sistema, que relacionam a resposta no grau de liberdade i com a força
generalizada aplicada no grau de liberdade j. Esta matriz relaciona-se com as
matrizes M, C e K, que caracterizam o sistema estrutural, através da relação que
se segue [18]:
H(ω) = [−ω2 ·M+ i · ω ·C+K]−1 (2.6)
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A obtenção da FRF é feita por via computacional e, mesmo assim, é uma operação
que pode vir a ser dispendiosa, pois obriga ao cálculo da inversa de uma matriz
complexa para cada frequência pretendida. Para resolver esta possível limitação
computacional, recorre-se à designada formulação modal.
2.2.3 Formulação modal
A formulação modal permite obter a matriz das funções de resposta em frequência
de uma forma numericamente mais eficiente, transformando o sistema de
equações diferenciais (2.5) num conjunto de equações diferenciais desacopladas.
A aplicação desta operação consiste em:
• expressar o vector dos deslocamentos numa combinação linear de vectores
independentes, designados por modos de vibração Φ, os quais são
combinados linearmente através das designadas coordenadas modais qi.
• considerar as condições de ortogonalidade dos modos de vibração em
relação à matriz massa e à matriz de rigidez;
• admitir um amortecimento de Rayleigh2 de modo a verificar-se também a
ortogonalidade em relação à matriz de amortecimento.
Assim, em vez de um sistema com N equações diferenciais a N incógnitas, fica-se
reduzido a N equações com apenas uma incógnita cada, as N equações modais
desacopladas [19, 21]:





n = 1, ..., N (2.7)
onde Mn e Pn(t), são respectivamente massa, rigidez e força generalizada
para o modo n, ζn correspondente coeficiente de amortecimento do modo n,
ωn é a n-ésima frequência própria da estrutura e qn (t) corresponde a n-ésima
coordenada modal, sendo q̇n (t) e q̈n (t), respectivamente, a sua primeira e
segunda derivadas em relação ao tempo.
O sistema de equações (2.7) rege o comportamento modal de uma estrutura com
N graus de liberdade, sendo que cada uma das equações desacopladas pode ser
resolvida no domínio da frequência [61], surgindo na forma:
Ui(ω) = Hdi(ω) · Pi(ω) (2.8)
Cada uma das funções de resposta em frequência no espaço modal Hdi(ω) é
definida em função dos parâmetros modais, pela expressão:
Hdi(ω) = [ω
2
i − ω2 + 2 · i · ζ · ω · ωi]−1 (2.9)
2Trata-se de um modelo de amortecimento em que se admite que a distribuição do
amortecimento na estrutura é proporcional a distribuição da massa e da rigidez.
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Hdi ·Φ ·ΦT (2.10)
a expressão (2.10) pode ser sistematizada na forma seguinte:
H(ω) = Φ ·Hd ·ΦT (2.11)
na qual a matriz Hd é uma matriz diagonal que contém, na sua diagonal principal,
as funções de resposta em frequência no espaço modal, encontrando-se os
modos de vibração normalizados em relação à matriz de massa.
A partir da última expressão, pode-se obter facilmente a equação seguinte, que






ω2i − ω2 + 2 · j · ζ · ω · ωi
(2.12)
onde (φm)i é a componente m do modo de vibração i e a componente imaginaria
da FRF toma agora a designação j, de modo que não se confunda com índice i
da soma.
O cálculo da matriz das FRF através da formulação modal é muito mais eficiente,
não só pelo facto de as operações matemáticas envolvidas serem mais simples,
mas também porque é possível ter em consideração um número de modos de
vibração limitado, bastando para tal alterar o limite superior dos somatórios das
expressões, para contabilizar apenas a contribuição dos primeiros modos que se
julguem representativos do sistema dinâmico.






Φ ·Hdi(ω) ·Pi(ω) (2.13)
De modo a ilustrar os conceitos acima apresentados, considere-se o sistema
de dois graus de liberdade representado na Figura 2.3, onde a m1 = 1 Kg,
m2 = 3 Kg; K1 = 4 N/m, K2 = 8 N/m e uma força P (t) = 3 cos(2t).
Figura 2.3: Sistema dinâmico com 2GDL
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Na Figura 2.4, está representada a correspondente matriz que contém as
amplitudes e fases da FRF, em função da frequência. Os valores foram obtida


































































































































































Frequência   (rad/s)
Figura 2.4: Matriz das amplitudes e fases das FRF.
Antes de serem proferidos quaisquer comentários em relação a matriz das FRF,
H(ω) importa lembrar que esta é composta por um conjunto de componentes
H(ω)ij , as quais são funções de resposta em frequência do sistema, que
relacionam a resposta no grau de liberdade i com a força generalizada aplicada
no grau de liberdade j.
Analisando a Figura 2.4 verifica-se que:
• a matriz é quadrada, simétrica contendo na diagonal principal os termos
principais da FRF e fora desta os termos cruzados;
• em qualquer um dos espectros de amplitude, surgem dois picos para as
frequências naturais do sistema estrutural;
• sempre que existe um pico ou um vale aguçado (pico invertido), ocorre uma
mudança de fase de 180;
• nos vales não aguçados não se verifica nenhuma mudança de fase,
mantendo-se o diagrama de fase constante até frequência natural seguinte.
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A matriz da FRF é de extrema importância nos métodos de identificação modal
estocástica, pois é com basse nela que, no domínio da frequência, se utilizam as
funções de densidade espectral de potência para se estimarem as características
modais das estruturas.
2.3 Excitação estocástica
A terminologia excitação estocástica está associada a acções dinâmicas
desconhecidas, cuja variação temporal é de carácter aleatório.
Este tipo de processo está especialmente vocacionado para a vertente
experimental. Neste contexto, a caracterização do comportamento dinâmico de
uma estrutura é conseguida através da adopção de conceitos de estatística.
O recurso a fundamentos de estatística visa a definição analítica das funções de
densidade espectral de potência da resposta das estruturas, elemento chave para
abordagem deste tipo de processo, no domínio da frequência.
No entanto, a presente dissertação não têm por objectivo desenvolver algoritmos
de identificação modal, tratando-se apenas de análise de comportamento
dinâmico de uma ponte pedonal com recurso a métodos de identificação modal
disponíveis no programa ARTeMIS Extractor.
Para a compreensão dos fundamentos que estão por de trás dos métodos de
identificação modal são vivamente recomendados como referência de base [8, 17,
18, 55, 78].
2.4 Identificação modal estocástica no domínio da
frequência
Os métodos de identificação dos parâmetros modais no domínio da frequência
com base na resposta podem ser divididos em dois tipos: um primeiro, que é
o método básico no domínio da frequência (BFD - Basic Frequency Domain),
também conhecido como método de selecção de picos (PP - Peak Pickig);
e um segundo, que é o método de decomposição no domínio da frequência
(FDD - Frequency Domain Decomposition). Neste último inclui-se o método
melhorado de decomposição no domínio da frequência (EFDD - Enhanced
Frequency Domain Decomposition).
Embora a ideia fundamental do método BFD já tivesse sido formulada antes,
a sistematização e implementação do mesmo só foi possível em 1993, o que
permitiu a automatização através de programas de análise e visualização gráfica
das configurações modais identificadas [35].
Mais tarde, em 1997, são apresentados conceitos básicos sobre o método
FDD [3], conceitos que no início do presente milénio levaram a discussão de
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metodologias de análise modal apenas com base na resposta estrutural. Neste
contexto, em 2001 é proposta a extensão método FDD de onde resulta o método
EFDD [9].
Para além de se poder aferir se o comportamento da estrutura está de acordo
com o previsto em fase de projecto, os métodos de identificação modal permitem
avaliar e eventualmente actualizar os modelos numéricos desenvolvidos em fase
de projecto, assim como avaliar em fase posterior de utilização da estrutura
o seu nível de degradação estrutural, após acções acidentais ou devido ao
envelhecimento natural dos materiais.
2.4.1 Método básico no domínio da frequência
O método básico no domínio da frequência (BFD) é o método de identificação
modal estocástica de que há maior experiência de utilização no domínio da
avaliação das características modais de estruturas de engenharia civil.
Utilizado pela primeira vez em 1964, com o objectivo de avaliar as frequências
naturais de vibração de um edifício de 19 pisos, a partir da análise dos
auto - espectros de resposta de velocidade obtidos em ensaios de vibração
ambiente, onde foi também possível estimar a configuração do primeiro modo de
translação numa das direcções [28].
O método BFD sustenta-se na hipótese das acções ambientais serem assumidas
como um processo estocástico gaussiano3 de ruído branco4 com média
nula. Neste contexto as funções densidade espectral de resposta do sistema,
apresentam uma concentração energética sob a forma de picos de amplitudes
nas suas frequências naturais de vibração.
Esta hipótese está na base dos designados método de um grau de liberdade
(1GDL). Portanto, admitindo a veracidade deste facto, é possível simular o
comportamento dinâmico de uma estrutura na vizinhança das suas frequências
de ressonância através de osciladores de 1GDL, em função das características
dinâmicas do modo ressonante da estrutura, frequência própria (ωn) e coeficiente
de amortecimento (ζ).
De acordo com o referido acima, as frequências próprias (ωn), encontram-se
associadas aos a picos das funções de densidade espectral; por sua vez, os
coeficientes de amortecimento (ζ), reflectem-se na largura, ω1ω2, dos picos de
ressonância das mesmas funções de densidade espectral, ver Figura 2.5. Já as
configurações (Φ) dependem da relação entre as funções de densidade espectral,
tendo por referência um determinado grau de liberdade.
3Um processo estocástico é denominado Gaussiano, quando a evolução temporal do conjunto
das variáreis que o integram, possuem conjuntamente uma função de densidade de probabilidade
Gaussiana.
4O ruído branco é um tipo de sinal de carácter aleatório e com um conteúdo energético
significativo em todas as frequências.
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(a) Espectro de amplitude (b) Espectro de potência
Figura 2.5: Função densidade espectral de resposta de um sistema estrutural
Na Figura 2.5 estão representados dois gráficos de função densidade espectral
de amplitude e potência da resposta de um sistema estrutural, que se diferem
pela forma como é determinada a largura ω1ω2. Caso se trabalhe com espectro de
amplitude a largura ω1ω2 é obtida dividindo a ordenada espectral por raiz de dois
enquanto que no caso de espectro de potência a largura ω1ω2 é obtida dividindo a
ordenada espectral por dois [21].
Assim, pode-se depreender que as características dinâmicas dos sistemas
estruturas podem ser estimadas da análise das funções de densidade espectral
da resposta estrutural. Indica-se em seguida, como é efectuada essa análise
utilizando o método BFD.
Espectro normalizado médio
Para caracterizar adequadamente o comportamento dinâmico de uma estrutura,
no procedimento experimental, é necessário instrumentar o maior número de
graus de liberdade, pelo que nesses casos é necessário recorrer à utilização de
muitos sensores. Nestas circunstâncias, é usual realizar o ensaio em várias fases,
nas quais as medições da resposta da estrutura são efectuadas de uma forma
sequencial, recorrendo a diferentes disposições de sensores. Este procedimento
pode tornar-se extremamente trabalhoso, dependendo, obviamente, do número
de graus de liberdade instrumentados. Assim, uma forma de sintetizar toda a
informação recolhida é através dos espectros normalizados médios (ANPSD) [35].
O cálculo destes espectros é feito através dos auto-espectros de registo, com base
no procedimento que se descreve em seguida:
i) cálculo dos auto - espectros normalizados (NPSD) dos registos de resposta
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ii) cálculo da média dos auto - espectros normalizados (ANPSD),
correspondentes a todos os pontos instrumentados e a todos os
ensaios efectuados. Para o primeiro passo do procedimento, processo










O facto de os espectros normalizados médios resultarem de uma média
ponderada de diferentes espectros faz com que os ANPSD apresentem bem
evidenciados os picos de ressonância que se verificam em todos os outros
espectros. Os picos de ressonância que se verificam apenas num auto - espectro
são suavizados. Desta forma, os ANPSD facilitam o trabalho de identificação
das frequências próprias que devem corresponder aos modos globais do sistema
estrutural.
Identificação das configurações modais
Para uma boa aplicação do processo de identificação de configurações modais
obtidas à custa dos resultados experimentais, é importante ter em conta os
seguintes aspectos [55, 78]:
i) em sistemas com frequências bem separadas e com valores de coeficiente
de amortecimento baixos, sujeitos a forças de excitação do tipo ruído branco,
a resposta na frequência de um dos seus modos de vibração é claramente
dominada por esse modo de vibração;
ii) os modos de vibração obtidos por esta técnica afastam-se ligeiramente dos
modos de vibração teóricos;
iii) no caso de existirem modos de vibração com frequências próprias próximas,
os modos de deformação são uma combinação dos modos de vibração
respectivos.
Para avaliar as configurações modais, é comum considerar-se um ponto
instrumentado como referência (ref ) e, com base neste, obter-se uma relação de
fase entre todos os pontos, para todas as frequências, dividindo todos os espectros
cruzados pelo auto-espectro tomado como referência.
A fase indica se os GDL j e ref correspondem a deslocamentos no mesmo
sentido, fase é 0 ◦, ou em sentidos opostos, 180◦ (encontra-se fora de fase).
Estimativas dos coeficientes de amortecimento
Para além da identificação das frequências próprias e das configurações modais
de um sistema estrutural, a partir do método BFD é possível estimar os
coeficientes de amortecimentos modais. O procedimento para estimativa destes
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coeficientes é feito a partir de técnicas apropriadas a para análise do auto-espectro
do sistema estrutural.
Para uma boa estimativa dos coeficientes de amortecimento de um sistema
estrutural pelo método BFD, existe uma série de factores que devem ser
obedecidos. Para além de ter que se garantir que a força de excitação tenha
densidade espectral aproximadamente constante, é extremamente importante que
os modos de vibração apresentem frequências bem separadas e com valores de
coeficiente de amortecimento baixos [8]:
• na vizinhança da frequência de cada modo de vibração do sistema a
identificar, as forças de excitação devem apresentar densidade espectral
constante ou suficientemente uniforme, Su ≈ conste., no intervalo
[ωi − 3Bi 6 ω 6 ωi + 3Bi] em que Bi é a largura de meia potência do pico
de ressonância que é correspondente ao modo de vibração com frequência
ωi;
• os modos de vibração devem ter frequências bem separadas,
ωi − ωi−1 > 2(Bi −Bi−1);
• Os coeficientes de amortecimento devem ter valores baixos, ζi < 5, 0%;
• a resolução em frequência deve ser bastante mais pequena do que a largura
de meia potência dos picos de ressonância das estimativas das funções de
densidade espectral, ∆ω < 0, 2Bi.
Se as condições acima mencionadas forem satisfeitas então, para estimativa do
coeficiente de amortecimento pelo metodo BFD, podem ser utilizados: o método
da meia potência [21], método de ajuste dum espectro analítico correspondente à
resposta em aceleração dum sistema de um grau de liberdade [78], e método do
decremento logarítmico [19, 21].
Os primeiros dois métodos de estimativa de coeficiente de amortecimento são
geralmente utilizados sempre que o sistema estrutural é sujeito à vibrações
forçadas, enquanto o último é muitas vezes para sistemas estruturais em vibração
livre.
2.4.2 Método de decomposição no domínio da frequência
O método de decomposição no domínio da frequência (FDD), apresentado e
utilizado pela primeira vez no contexto de identificação modal estocástica em
1982 [61, 78], é tido como uma extensão do método BFD, uma vez que o seu
funcionamento se sustenta nas funções de densidade espectral da resposta do
sistema estrutural. A designação FDD só veio a ser utilizada a partir do ano
2001, quando os fundamentos do método são apresentados de forma mais clara
e sistematizada [11].
O método FDD resolve as duas maiores limitações do método BFD,
nomeadamente a incapacidade de identificar modos com frequências próximas
e boas estimativas dos coeficientes de amortecimento modais.
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Na versão base deste método, apenas é possível identificar as frequência
naturais e avaliar as configurações modais do sistema estrutural. No entanto,
foi desenvolvida uma versão melhorada [9], com a qual é possível estimar os
coeficientes de amortecimento modal.
No método FDD é introduzida uma operação de diagonalização da matriz de
função de densidade espectral de resposta, com o objectivo de decompô-la nas
combinações modais que, em cada frequência, influenciam de forma significativa
a resposta estrutural. Essa operação de diagonalização consiste na aplicação de
algoritmos de decomposição em valores próprios ou em valores singulares.
Versão base do método FDD
Ao aplicar-se o algoritmo de decomposição em valores singulares à matriz
de funções de densidade espectral no método FDD, está-se a decompor as
funções de densidade espectral de um conjunto de sistemas de 1GDL, cada um
correspondente a um modo de vibração do sistema.
Importa referir que, para se obter bons resultados com a implementação do
método FDD, é importante que os requisitos que se seguem estejam obedecidos:
• a excitação é um ruído branco;
• o amortecimento da estrutura é baixo;
• os modos de vibração com frequências próximas são ortogonais.
Tal como já foi referido, o método FDD sustenta-se na já mencionada matriz
de função de densidade espectral de potência da resposta estrutural, que uma
vez estimada em qualquer frequência discreta, é então decomposta aplicando o
algoritmo (SVD - Singular Value Decomposition).
Se os picos de ressonância identificados estiverem bem separados, então o
primeiro valor singular contém, na vizinhança destes picos, os seguimentos
relevantes o osciladores de 1GDL, com o qual se avalia a resposta da
estrutura, sendo todos os outros valores singulares pouco representativos no
comportamento do sistema estrutural.
No caso de modos com frequências bastante próximas, a matriz SVD da função
de densidade espectral apresenta, na vizinhança dessas frequências, tantos
valores singulares com valores significativos, quanto os modos correspondentes,
permitindo desta forma a sua identificação de forma imediata.
Versão melhorada do método FDD
A versão melhorada do método FDD é designada como EFDD - Enhanced
Frequency Domain Decomposition, designação esta que é adoptada no programa
ARTeMIS Extractor [86]. No ano 2000 foram feitas as primeiras referências deste
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método [12], mas só uns anos mais tarde é que o método foi apresentado de uma
forma mais clara e sistematizada [9].
Geralmente, este método é dividido em duas partes, em que a primeira
corresponde ao método FDD [78]:
i) a avaliação das funções de densidade espectral da resposta;
ii) decomposição em valores singulares da matriz de funções de densidade
espectral;
iii) análise dos espectros de valores singulares para selecção dos picos de
ressonância correspondentes aos modos de vibração;
iv) avaliação das configurações modais segundo os graus de liberdade
observados, através dos vectores singulares.
Uma vez terminada a primeira fase do método EFDD, segue-se-lhe uma segunda
fase que contempla [61]:
i) a introdução de um procedimento (utilizando o coeficiente MAC), que permite
estimar as funções de densidade espectral associadas a cada modo de
vibração, a partir dos espectros de valores singulares;
ii) o ajuste da configuração modal do oscilador, através de uma média
ponderada, que contabiliza o contributo de cada vector singular, afectado
do correspondente valor singular;
iii) a transformação, para o domínio do tempo, das funções de densidade
espectral associadas a cada modo de vibração, aplicando-lhes a inversa da
transformada discreta de Fourier, obtendo-se as funções de auto-correlação
da resposta dos vários osciladores de 1 grau de liberdade;
iv) a avaliação do coeficiente de amortecimento através do decremento
logarítmico das funções de auto-correlação;
v) o ajuste da estimativa da frequência do oscilador, através dos instantes de
passagem por zero das funções de auto-correlação;
A estimativa das funções de densidade espectral para cada um dos modos
de vibração é feita computacionalmente através do coeficiente MAC (modal
assurance criterion), o qual mede a correlação entre duas configurações modais














onde Φi e Φj são dois vectores coluna que contêm as configurações modais a
comparar.
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O coeficiente MAC ∈ [0, 1], em que valores próximos da unidade mostram que
existe uma boa correlação entre os vectores; por contraposição, valores próximos
de zero denunciam que a correlação é muito baixa.
A estimativa ajustada das frequências e coeficientes de amortecimento é
conseguida a partir das funções de auto-correlação que, por sua vez, são obtidas
com base na transformação das funções de densidade espectral dos sistemas de
um grau de liberdade para o domínio do tempo, através do algoritmo da inversa
da transformada discreta de Fourier (IFFT - Inverse fast Fourier transform).
2.4.3 Análise e processamento de sinal
No processo de estimativa do conteúdo espectral de um sinal são cometidos
alguns erros, provenientes quer do processo de medição, quer da aplicação das
técnicas de processamento de sinal. Assim, de seguida, são introduzidos alguns
conceitos básicos no domínio do processamento digital e análise espectral de
sinais.
No entanto, importa referir que o presente trabalho não tem por objectivo abordar
de forma exaustiva aspectos do domínio do processamento digital e análise
espectral de sinais, tratando-se apenas de analisar o comportamento dinâmico de
passadiços. Neste domínio, como referência de base, são recomendados [8, 18].
Erros
Mesmo supondo-se representativas as grandezas físicas recolhidas através de
ensaios experimentais de caracterização dinâmica, a estas grandezas, tal como já
se deu a conhecer, podem estar associados três tipos:
• erros de escorregamento ou efeito fuga ( leakage effect), que estão
associados ao carácter finito das séries temporais e têm como consequência
a distribuição da energia associada a uma determinada frequência por uma
banda de frequências em torno desta;
• erros de carácter estatístico , os quais se podem subdividir em erros de
viés ( bias errors) e erros de variância ( random errors). Os erros de viés
são uma consequência do desvio sistemático das quantidades estimadas
face às quantidades reais, enquanto os erros de variância se traduzem por
desvios aleatórios relativamente à média estimada dessas quantidades;
• erros por sobreposição ou dobragem ( aliasing errors) que surgem pelo
facto de uma componente com uma frequência superior à frequência de
Nyquist (fNyq) surgir, incorrectamente, na série discreta como tendo uma
frequência mais baixa.
A estimativa das funções de densidade espectral da resposta, a partir das
transformadas discretas de Fourier dos registos totais, resulta numa elevada
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variância, pelo facto do seu cálculo se basear apenas numa série temporal
discretizada num único seguimento temporal, T. Para reduzir essa variância, os
registos de resposta são divididos em séries de seguimentos temporais mais
curtos,Td, (Figura 2.6) e efectuando-se posteriormente a média das estimativas
simples dos seguimentos, obtendo-se assim uma estimativa alisada (smoothed)
da função de densidade espectral [18].
(“smoothed”) da função de densidade 








Figura 3.11 Representação de uma Figura 2.6: Representação de uma amostra de comprimento T, com dois
segmentos de comprimento Td, adaptado de [61].
No entanto, a adopção de segmentos tem como consequência um agravamento
dos erros por escorregamento (leakage), isto é, quanto mais curtos são os
segmentos maior é o efeito deste tipo de erros. Uma forma usualmente utilizada
para conseguir um bom número de segmentos com um comprimento razoável,
baseia-se na adopção de alguma sobreposição (overlapping) entre eles.
Os erros de escorregamento devido ao tempo de observação limitado, podem
ser minorados pela aplicação de técnicas específicas, de que se destacam as
chamadas janela de processamento de sinal ou janela de dados. No caso de
séries temporais provenientes de ensaios de vibração ambiental, é comum aplicar
a janela de Hanning [18].
No caso da janela de Hanning, uma sobreposição de 2/3 é a que melhor optimiza o
aproveitamento da informação contida nas séries temporais; no entanto, é também
muito comum utilizar-se uma sobreposição de 1/2 [61, 78].
As janelas de dados caracterizam-se reduzir significativamente a amplitude nas
extremidades das amostras e portanto, ao sobrepor as amostras procura-se
aproveitar bem toda a informação contida nos registos.
Ao se aplicar as janelas de Hanning obtém-se espectros de amplitude nos quais
os picos ficam ligeiramente mais “aguçado” ou salientes e os vales entre picos
mais profundos, melhorando desta forma o conteúdo em frequência dos resultados
obtidos [18, 61].
Os erros por sobreposição são normalmente eliminados à custa de filtros
analógicos, designados por filtros “anti-aliasing”, entre a saída dos transdutores
e a entrada do sistema de conversão analógico-digital, que elimina o contributo de
todas as frequências acima da frequência de Nyquist. Em alternativa, pode-se
2.4. IDENTIFICAÇÃO ESTOCÁSTICA NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 29
aumentar a frequência de amostragem; no entanto, esta é uma técnica sem
garantia absoluta de sucesso, dado que o verdadeiro conteúdo espectral do sinal
é desconhecido à partida.
Para que a representação discreta dum sinal contínuo seja correcta em termos de
frequência, é necessário ter em conta o teorema de amostragem de Shannon
(por vezes designado por teorema de Nyquist), segundo o qual, a frequência
de amostragem (fs) deve ser pelo menos igual ao dobro da máxima frequência
máxima (fmáx) das componentes do sinal:
fs = 1/∆t = 2 · fNyq > 2fmáx (2.17)
O teorema de Shannon está portanto relacionado com a máxima frequência que
é possível descrever correctamente numa série discreta por amostragem. O valor
dessa máxima frequência é designado por frequência de Nyquist. Se a condição
expressa no teorema de Shannon não for respeitada, ocorre o erro de aliasing que
se traduz no facto de uma componente com uma frequência superior a fNyq surgir,
incorrectamente, na série discreta como tendo uma frequência mais baixa.
Na Figura 2.7, estão representadas duas situações onde se mostra um sinal
contínuo, a vermelho; e a azul, um sinal discreto correctamente amostrado,
Figura 2.7 (a), e um sinal incorrectamente amostrado, Figura 2.7 (b).
 
sinal contínuo sinal adequadamente amostrado
Figura 3.8 – Efeito de aliasing
(a) Sinal contínuo vs sinal discreto
correctamente amostrado
 
 dum sinal devido a amostragem com uma frequência muito baixa. 
(b) Sinal contínuo vs sinal discreto
incorrectamente amostrado
Figura 2.7: Efeito de sobreposição dum sinal devido a amostragem com
frequência baixa, adaptado de [18].
Esta forma eficiente de estimar as funções densidade espectral utilizando séries
temporais divididas em seguimentos, aplicação de janela de processamento de
sinal a cada seguimento, cálculo da FFT de cada seguimento e posteriormente
a realização de médias, foi introduzida por Welch [90], sendo por isso utilizada a
designação de periodograma de Welch [78].
Filtros
Define-se filtro como sendo um sistema capaz de modificar um sinal através
da extracção de determinados componentes sem interesse, deixando apenas a
banda de frequências de interesse para análise.
A filtragem de um sinal pode ser por via analógica ou digital, correspondendo a
primeira via a uma implementação física, efectuada através de um conjunto de
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circuitos electrónicos, e a segunda a uma implementação numérica por meio da
qual um conjunto de operações aritméticas de precisão finita é efectuado sobre o
sinal amostrado.
Os filtros podem ser classificados de acordo com os seguintes tipos:
• passa-baixo é um filtro que, em termos ideais, elimina toda a banda
de frequências acima de uma determinada frequência de corte, deixando
passar todas as frequências abaixo da frequência de corte;
• passa-alto é um filtro que tem uma função inversa em relação ao anterior,
ou seja, elimina toda a gama de frequências abaixo da frequência de corte,
deixando passar todas as frequências acima da frequência de corte;
• passa-banda resulta da associação em série dos outros dois tipos, pelo que
a sua utilização tem como objectivo eliminar a banda de frequências fora de
um dado intervalo [ω1, ω2], deixando passar todas as frequências contidas
dentro do intervalo;
• elimina-banda advém da associação em paralelo de um filtro ideal
passa-baixo e de um filtro ideal passa-alto; em contraposição com o anterior,
elimina a banda de frequências dentro de um dado intervalo [ω1, ω2];
Os filtros que acabam de ser definidos apresentam as condições ideais para
“desmacarar” os erros associados aos processos de medição e/ou perturbações
induzidas por fontes exteriores.
Na prática, a eliminação dos erros e/ou perturbações existentes no sinal medido
é conseguida por filtros que, nas condições específicas em que vão ser utilizados,
constituem aproximações satisfatórias dos filtros com características ideais.
Decimação
Muitas vezes, para efeito de análise, é interessante reduzir o tamanho das séries
temporais, redução essa que é conseguida por uma operação que se designa por
decimação, cuja necessidade, no caso de análise de estruturas em engenharia
tem essencialmente a ver com a economia de espaço em memória e de tempo de
cálculo.
Esta operação consiste em escolher um conjunto de dados, considerando uma
frequência de amostragem inferior, e eliminar os restantes. Assim, a série de
dados inicialmente espaçada ∆t, dá origem a uma nova frequência de Nyquist
que corresponde ao novo intervalo de tempo, δ∆t.
Por exemplo, no caso de estruturas com frequências fundamentais inferiores a
30 Hz onde se usem frequências de amostragem de 150 Hz, pode aplicar-se uma
decimação de segunda ordem, passando a frequência de amostragem para 75 Hz,
que permite a identificação de frequências 0, 8 × 75/2 = 30 Hz, o que segundo o
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teorema de Nyquist corresponde a 1/2 de 80% da frequência de amostragem com
decimação de segunda ordem.
Quando se aplica a decimação a séries temporais, é importante ter em conta dois
factores: o primeiro em relação ao conteúdo de frequências acima do valor da
nova frequência de Nyquist que será dobrado (folded or aliased) para o novo
intervalo [0, fNyq]; e o segundo tem que ver com a necessidade de filtrar as séries
temporais, de modo a evitar erros de sobreposição. Desta forma consegue-se
eliminar conteúdo de frequências de Nyquist (1/2 δ∆t), utilizando um filtro digital
passa-baixo.
Zoom
Com a operação decimação foi possível ver como diminuir o espaço de
armazenamento do sinal observado, melhorando a resolução para frequências
baixas. Quando se pretende aumentar muito a resolução do espectro numa banda
estreita, na vizinhança de uma dada frequência qualquer, é normalmente utilizada
a técnica de “zoom”.
Esta técnica de processamento pode basear-se em métodos através dos quais
são introduzidas modificações ao sinal observado, designadas como técnicas
destrutivas, ou então através de técnicas baseadas no aumento do tamanho da
amostra, quer por aumento de tempo observado da série, quer por adição de
zeros, designadas técnicas não destrutivas.
As técnicas destrutivas induzem modificações no sinal observado, modificações
que podem levar a que parte restante do sinal esteja contaminada por erros
de sobreposição, sendo esta a razão pela qual são designadas como sendo
destrutivas.
Sendo esta técnica destrutiva aconselha-se que o sinal a ser analisado seja
armazenado antes e depois da análise duma respectiva banda de frequência. A
grande vantagem desta técnica está, obviamente, no facto de não ser necessário
aumentar o tamanho da série.
Nas técnicas não-destrutivas o aumento do tamanho da amostra, quer por
aumento do tempo de observação da série, quer por adição de zeros tem por
consequência um aumento da resolução em frequência, com a vantagem de
ocorrer em todo o intervalo de frequências analisado.
No entanto, atendendo às limitações de espaço de armazenamento e à lentidão
resultante do processamento de séries demasiado longas, é importante ter algum
cuidado com o número de amostras a utilizar nos analisadores espectrais.
2.5 Considerações finais
Neste capítulo, apresentaram-se alguns dos fundamentos da análise dinâmica
de modelos estruturais usualmente utilizadas quando se está perante excitações
determinísticas e perante excitações definidas estocasticamente.
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Apresentaram-se os fundamentos de dois métodos que permitem efectuar a
avaliação experimental do comportamento dinâmico de estruturas de engenharia
civil, no domínio da frequência: o método básico no domínio da frequência
(BFD - Basic Frequency Domain) e o método de decomposição no domínio da
frequência (FDD - Frequency Domain Decomposition), na sua versão base (FDD)
assim como na sua versão melhorada (EFDD - Enhanced Frequency Domain
Decomposition). Ambos os métodos baseiam-se na estimativa das funções de
densidade espectral de potência da resposta, obtidas com base na aplicação da
Transformada rápida de Fourier (FFT - Fast Fourier Transform).
O método BFD utiliza directamente o algoritmo da FFT, avaliando-se a relação
entre os sinais da resposta no domínio da frequência; enquanto no método FDD
introduz-se o algoritmo da decomposição em valores singulares (SVD - Singular
Value Decomposition) nos quais se encontram realçadas as contribuições modais
mais importantes em cada frequência, da resposta.
A versão melhorada do método EFDD aplica o algoritmo transformada inversa de
Fourier (IFFT - Inverse Fast Fourier Transform) à função de densidade espectral,
obtida a partir dos valores singulares, para obter as funções de auto correlação
de onde é possível estimar os coeficientes de amortecimento modais, os valores
ajustados para as frequências e também as configurações modais ajustadas.
Por fim, foram introduzidos alguns conceitos básicos relativos à análise
e processamento de séries temporais de dados, aconselhando-se sempre
referência de base neste domínio, visto que o mesmo está fora dos principais
objectivos deste trabalho.
Capítulo 3
Caso de Estudo: Ponte pedonal -
PP3141
3.1 Introdução
No presente capítulo é feita a caracterização dinâmica de uma ponte pedonal
localizada na região do Algarve.
A caracterização dinâmica da ponte pedonal passa, essencialmente, pela
execução de um conjunto de ensaios in situ acompanhados da elaboração de
um modelo de elementos finitos que, em função dos resultados experimentais,
permitiu caracterizar o estado actual da estrutura e poderá servir de referência
para o seu acompanhamento futuro, seja para verificar a evolução desse estado,
seja para avaliar os efeitos de eventuais obras de reforço/reparação, assim como
possibilitar a calibração de modelos de elementos finitos a utilizar na análise.
Assim, o presente capítulo descreve os ensaios efectuados e apresenta os valores
medidos, bem como as características dinâmicas identificadas através da sua
análise, as quais são comparadas com as calculadas com modelos de elementos
finitos da estrutura.
3.2 Caracterização do local
A ponte pedonal estudada está localizada na Estrada Nacional 125 - 10 (EN
125 - 10), concretamente na freguesia de Montenegro, distrito de Faro, região
do Algarve. A EN 125 - 10 liga o aeroporto internacional de Faro ao Itinerário
Complementar 4 (IC4), antiga Estrada Nacional 125 (EN 125), que por sua vez faz
a ligação com aquela que é a principal e mais importante via de comunicação da
região do Algarve, a Via do Infante (A22). A Figura 3.1 ilustra a descrição acima
feita.
A região onde se encontra localizada a PP3141 caracteriza-se por apresentar
um elevado nível de tráfego e ser de uma densidade populacional flutuante com
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Figura 3.1: Enquadramento geral do passadiço estudado
grandes alterações no período estival graças à afluência turística nacional e
internacional.
No troço da EN 125 - 10, para além da PP3141, existem outros três passadiços
(PP3149, PP3152 e PP3164), como se pode ver na Figura 3.1. Estes distam entre
si menos de um quilómetro e distinguem uns dos outros apenas na sua geometria,
apresentando todos a mesma solução construtiva.
O interesse em conhecer de forma minuciosa o comportamento dinâmico de
qualquer um dos passadiços instalados nesta via de comunicação é extremamente
importante, pois, num cenário de catástrofe, estes podem condicionar o
funcionamento da via, tanto a nível de acesso ao Aeroporto Internacional de
Faro, como ao Hospital Distrital de Faro, ao Hospital de Santa Maria de Faro,
à Universidade do Algarve, às estações rodoviária e ferroviária de Faro, que
são algumas das infra-estruturas vitais no funcionamento de uma sociedade
desenvolvida e moderna.
Um exemplo de obstrução de uma via devido ao colapso de uma ponte pedonal é o
de uma ponte pedonal sobre o IC19 a 7 de Setembro de 2003, que veio a colapsar
poucas horas depois de ter sido sujeita a obras de reparação e de elevação do
tabuleiro. Apesar do colapso da ponte sobre o IC19 não ter sido numa situação de
emergência, paralisou o trânsito durante sete horas e fez três feridos graves [76].
3.3 Breve descrição da ponte pedonal
Trata-se de uma ponte construída em elementos pré-fabricados, excepto as
fundações que foram construídas pelo método tradicional in situ. Genéricamente é
possível dividir a estrutura em duas partes autónomas: uma primeira que permite
vencer o vão definido pelo perfil transversal da estrada, tabuleiro, e uma segunda
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com função de acesso à primeira, rampas. Na Figura 3.2 está representado o
alçado principal da PP3141.
Figura 3.2: Alçado principal da ponte pedonal 3141 [62]
3.3.1 Tabuleiro
A configuração da secção transversal do tabuleiro resume-se a duas vigas
principais de secção variável, pré-fabricadas e com pré-tensão, Figura 3.3.
(a) Corte transversal do tabuleiro a meio vão (b) Corte transversal do tabuleiro junto ao apoio
Figura 3.3: Corte transversal do tabuleiro [62]
A ligação das vigas principais do tabuleiro aos pilares é normalmente efectuada
por dois varões φ16 que atravessam lâminas de neoprene colocadas entre os
elementos.
Figura 3.4: Pormenor de ligação da viga em “I” ao pilar [62]
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Segundo as peças de projecto originais consultadas, foram deixados varões
chumbados nos pilares, para numa fase posterior se proceder à selagem das
vigas (Figura 3.4). É deste modo que se consegue transmitir as forças horizontais
induzidas ao tabuleiro.
As vigas são paralelas entre si com uma lajeta inferior de espessura 0,06 m que
serve de passadiço. A concepção da lajeta é conseguida pela colocação de uma
pré-laje com uma espessura de 0,06 m apoiada nos banzos inferiores das vigas
em “I”, sobre as quais se colocou enchimento para solidarização do conjunto.
A solução aplicada para garantir a selagem da pré-laje às vigas pré-fabricadas
está ilustrada na Figura 3.5, sendo que a solidarização do conjunto é garantida
pela betonagem complementar efectuada in situ.
Figura 3.5: Pormenor de selagem da pré-laje às vigas pré-fabricadas [62]
A pré-laje é composta por quinze painéis, dos quais catorze têm, em planta, uma
secção de 2,2x1,73 m2 e um com 1,39x1,73 m2.
A ligação entre a rampa e a viga (Figura 3.6) é geralmente conseguida por
intermédio de três varões φ16 de comprimento 0,53 m, previamente chumbados
à viga. Na superfície de contacto entre os elementos foram colocadas lâminas de
neoprene com dimensões de 1200x250x10 mm, cintados e aparafusados.
Figura 3.6: Pormenor de fixação entre a rampa e a viga alçado (lateral) [62]
3.3.2 Rampas
O acesso ao tabuleiro da ponte estudada é feito por rampas constituídas por
painéis pré-fabricados apoiados, cuja geometria incorpora não só uma zona com
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inclinação (rampa), mas também os respectivos patamares, onde se realiza o
apoio dos painéis. A configuração das rampas é mostrada na Figura 3.7.
(a) Alçado sul
(b) Alçado norte
Figura 3.7: Alçados sul e norte das rampas de acesso ao passadiço [62]
As rampas possuem uma inclinação de cerca de 6,67 % e um comprimento de
6,0 m, enquanto os patamares apresentam comprimento entre 1,80 a 2,50 m.
A Figura 3.8 pretende mostrar um pormenor da rampa com patamar tipo, em
planta 3.8 (a) e alçado 3.8 (b). No pormenor em planta é possível ver a solução
adoptada para a ligação entre rampas, bem como a ligação entre rampas e vigas.
(a) Planta
(b) Alçado
Figura 3.8: Pormenor da rampa com patamar tipo em planta e em alçado [62]
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A secção transversal das rampas de acesso ao tabuleiro é constituída por painéis
de laje nervurados, como se pode ver na 3.9.
Figura 3.9: Secção transversal das rampas de acesso ao tabuleiro [62]
A solução construtiva adoptada para a selagem entre a viga e a rampa, bem como
entre as rampas está, representada na Figura 3.10.
Figura 3.10: Pormenor de selagem entre a viga e as rampas [62]
A ligação entre as rampas é feita por um conjunto de quatro parafusos M20 (4 PRF
M20). Na interface da zona do apoio pilar rampa existem lâminas de neoprene, de
dimensões 1200x300x10 mm, cintadas e aparafusadas por seis varões φ16 com
0,53 mm de comprimento, previamente chumbados à viga.
3.3.3 Pilares
A ponte pedonal em estudo é composta por dois tipos de pilares de suporte,
ambos pré-fabricados. Os primeiros, designados por pilares do tabuleiro, são o
que permite apoiar o tabuleiro e os segundos, designados por pilares das rampas,
servem de apoio aos painéis, por intermédio de vigas de apoio à rampa (também
designados por cachorros). No total, a ponte apresenta doze pilares, dos quais
apenas dois são pilares de tabuleiro.
Os pilares do tabuleiro dispõem de cachorros laterais que servem de suporte
das rampas de acesso ao passadiço. Estes cachorros são pré-fabricados e foram
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colocados em segunda fase, sendo selados a armaduras chumbadas previamente
no pilar. Os alçados frontal e lateral dos pilares do tabuleiro estão representados
na Figura 3.11.
Figura 3.11: Alçado do pilar de tabuleiro [62]
Ainda na Figura 3.11, pode constatar-se que os pilares do tabuleiro são de secção
variável com capitel superior, onde se apoiam as vigas do tabuleiro.
Os pilares das rampas são essencialmente constituídos por um fuste central e
vários cachorros pré-fabricados dispostos lateralmente. Desta forma, consegue-se
colocar vários níveis de acesso numa mesma área em planta, Figura 3.12.
Figura 3.12: Alçado do pilar das rampas sem continuidade das vigas [62]
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A configuração mostrada na Figura 3.12 diz respeito aos casos em que os
patamares dos painéis de rampa não se encontram à mesma cota, situações
típicas de pilares localizados ao longo dos painéis de rampa. Existe, no entanto,
uma outra configuração típica dos pilares das extremidades, que difere da primeira
por terem os patamares à mesma cota e, portanto, apresentam continuidade entre
as vigas de apoio à rampa, tal como se representa na Figura 3.13.
Figura 3.13: Alçado dos pilares das rampas com continuidade das vigas [62]
Importa referir que, à semelhança dos pilares do tabuleiro, os cachorros laterais
são peças pré-fabricadas independentemente dos pilares, que foram colocados
em segunda fase e solidarizados por intermédio de varões de aço chumbados
previamente ao pilar
Quer a secção dos pilares do tabuleiro quer a secção dos pilares das rampas são
rectangulares. Na Figuras 3.14 estão representadas secções tipo de ambos os
pilares.
Figura 3.14: Secção dos pilares [62]
3.3.4 Sapatas
A ligação dos pilares às fundações foi feita in situ, os pilares encastram em
sapatas com cofragem dimensionada para esse fim. As sapatas são superficiais
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e, durante a sua betonagem, foram colocados negativos que permitem a selagem
do pilar numa fase posterior. Para uma melhor percepção da solução adoptada,
na apresentam-se Figura 3.15, as duas fases de ligação dos elementos, onde
se pode constatar que na segunda face o pilar possui, na zona de selagem, um
conjunto de reentrâncias para aumentar o atrito entre os elementos.
(a) Sapata betonada in situ com negativo
(primeira fase)
(b) Colocação do pilar no negativo para
posterior selagem (segunda Fase)
Figura 3.15: Ligação do pilar à sapata [62]
Na 3.15, a nomenclatura Lx e Ly, bem como bx e by dizem respeito,
respectivamente, às dimensões, em planta, da sapata e do pilar, enquanto H
refere-se à altura da sapata. A PP3141 apresenta três tipos de sapatas, cujas
dimensões são apresentadas nas Tabela 3.1
Tabela 3.1: Geometria das sapatas [62]
Sapata Lx (m) Ly (m) H1 (m) H2 (m) H (m)
S1 2,8 2,8 0,3 1,8 2,1
S2 2,2 1,8 0,3 1,0 1,3
S3 2,0 1,6 0,3 1,0 1,3
A sapata S1 corresponde aos pilares de apoio ao tabuleiro e as sapatas S2 e S3
correspondem às sapatas das rampas.
3.3.5 Materiais
Os materiais empregues variam de acordo com os elementos da PP3141, sendo
que nos elementos pré-esforçados se utilizou o betão de classe C35/45 e aço
do tipo A500 (NR em varão e EL em malhasol). Para o aço de pré-esforço,
considerou-se uma resistência mínima de 1860 MPa.
Os materiais empregues nas fundações são o betão de classe C20/25 e o aço do
tipo A500 NR.
Nos restantes elementos pré-fabricados em betão armado, utilizou-se C25/30 e
aço do tipo A500 (NR em varão e EL em malhasol). Para o aparafusamento dos
elementos utilizou-se aço do tipo A500 NR.
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3.4 Modelo analítico da estrutura
Foi desenvolvido um modelo de elementos finitos da PP3141, que serviu de auxílio
para o planeamento e interpretação dos resultados dos ensaios de caracterização
dinâmicos efectuados in situ.
As características dinâmicas identificadas experimentalmente permitiram
conhecer o actual estado da estrutura, com base no qual foi possível
estudar o comportamento estrutural da ponte quando sujeita a acções sísmicas
regulamentares.
O modelo numérico foi realizado com recurso ao programa de cálculo automático
SAP2000 [23]. A estrutura foi modelada com base nas peças de projecto
fornecidas pelas Estradas de Portugal, onde os materiais foram definidos de
acordo com as características definidas na Tabela 3.2.
Tabela 3.2: Características dos materiais [62]
Material
Módulo de elasticidade Peso volúmico
E (GPa) γ (KN/m3)
C25/30 30,5 25
C35/45 33,5 25
O tabuleiro foi modelado como elemento do tipo Shell e todos os restantes
elementos da estrutura foram modelados como elementos do tipo Frame.
De acordo com a informação fornecida pela empresa Estradas de Portugal,
sabe-se que, pelo facto de se tratar de uma estrutura leve quando comparadas
com outras estruturas rodoviárias, na fase de projecto não foi efectuado nenhum
estudo geológico-geotécnico para a caracterização das fundações, pelo que, na
modelação, os pilares foram considerados encastrados a nível da coroa superior
das sapatas.
A pré-laje e a lajeta que compõem o tabuleiro foram modeladas através de uma
secção equivalente. Visto que o betão da lajeta é de características diferentes da
viga e da pré-laje, foi realizada uma homogeneização da secção, passando a lajeta
de um betão de classe C25/30 para C35/45.
Todos os elementos resistentes da estrutura foram modelados com recurso
ao comando Section Designer. Este comando tem a vantagem de permitir
desenhar secções de geometria complexa, muitas vezes não pré definidas no
próprio programa. Esta opção permite, ainda, considerar a armadura longitudinal
nas secções que constituem a estrutura, permitindo desta forma contabilizar
directamente a rigidez à flexão destes elementos.
As acções a actuar na estrutura são o peso próprio, que é automaticamente
contabilizado pelo programa, aquando da definição das secções transversais
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e das características mecânicas dos materiais. Para a acção das guardas de
segurança, foi definida uma carga distribuída linearmente nas vigas em “I” e nas
rampas de 1 KN/m [48].
3.4.1 Ligações estruturais
As ligações são, na maior parte das situações, materializadas por ferrolhos
metálicos que funcionam em conjunto com lâminas de neoprene colocadas entre
os elementos que se pretendem ligar. Estas ligações foram modeladas com
recurso a elementos do tipo Link, sendo, portanto, calculada a contribuição da
rigidez de translação e de rotação que cada um dos elementos confere à ligação.
Considerou-se, simplificadamente, que as ligações entre a viga e a lajeta
(Figura 3.5), assim como dos cachorros e dos pilares (Figura 3.6), são monolíticas.
Matriz de rigidez dos elementos na zona de ligação estrutural
Na Figura 3.16 está representado um esquema ilustrativo de uma lâmina de
neoprene em tês dimensões, onde L, T e V correspondem os graus de liberdade
Longitudinal, Transversal e Vertical, respectivamente.
A rigidez vertical, horizontal e de rotação são calculadas, respectivamente, de
acordo com as igualdades matemáticas (3.1), (3.5) e (3.6), que se seguem [39].






em que Kv(γ) e Kv(v) são as deformações resultantes da distorção e
da variação de volume das lâminas de neoprene e são calculadas pelas
expressões 3.2 e 3.3, respectivamente.









S é o factor de forma da secção, obtido pela relação entre a área carregada
e a área livre de carga do bloco, considerando somente a altura total da
lâmina. Para lâminas de secção rectangular, o factor de forma vem dado





β2 é um coeficiente que depende da forma da secção, alguns autores






Eb é o módulo de compressibilidade do neoprene (Eb = 2000 MPa), G é o
módulo de distorção do neoprene (G = 0, 7 a 2MPa), A é a área em planta
do bloco, hel corresponde à altura total do neoprene.





em que n corresponde ao número de camadas de lâminas de neoprene, a
e b dimensões em planta dos blocos de secção rectangulares (sendo que
b refere-se à direcção paralela ao eixo em torno do qual se considera a
rotação), t corresponde à espessura de apenas uma camada de neoprene e
β3 constante definida em função da relação b/a (ver Tabela 3.3 [39]).
Tabela 3.3: Valores do coeficiente β3
a/b β3 a/b β3 a/b b a/b β3
0,50 137,0 1,25 79,30 1,60 74,10 2,00 70.8
0.75 100,0 1,30 78,40 1,70 73,10 2,50 68.3
1,00 86,20 1,40 76,70 1,80 72,20 10,0 61.9
1,20 80,40 1,50 75,30 1,90 71,50 ∞ 60
A rigidez conferida pelos aparelhos de apoio em neopreno pode ser sintetizada
na forma matricial, o que se traduz na matriz diagonal que se segue. Os valore
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numéricos para matriz de rigidez dos elementos de apoio em neoprene estão










KL 0 0 0 0 0
KV 0 0 0 0














Para se ter em conta a rigidez dos ferrolhos, admite-se que existe um
deslocamento relativo entre os elementos estruturais, Figura 3.17 (a). Assim,
para contabilizar a referida rigidez, recorreu-se ao método dos deslocamentos,
admitindo que os ferrolhos estão ligados por uma viga de rigidez infinita, o que se
traduz no sistema ilustrado na Figura 3.17 (b).
(a) Ferrolhos - deformada (b) Analogia adoptada
Figura 3.17: Analogia adoptada para o cálculo da rigidez dos ferrolhos
Para o cálculo da matriz de rigidez, foram considerados os sistemas acoplados
nos três planos espaciais, tal como se representa na Figura 3.18, considerando
como sistema base um elemento bi-encastrado.
Figura 3.18: Sistemas acoplados considerados nos três planos espaciais
Assim, é possível conhecer a rigidez Kij na direcção i quando é imposto
um deslocamento nodal dj de valor unitário, mantendo-se nulos os restantes
deslocamentos, assim como todas as solicitações de vão. Desta forma, a matriz
de rigidez dos ferrolhos pode ser escrita na forma que se segue:
















KLL KLV KLθT 0 0 0 0 0 0
KV V KV θT 0 0 0 0 0 0
KθθT 0 0 0 0 0 0
KTT KTV KTθL 0 0 0
KV V KV θL 0 0 0
KθθL 0 0 0


















Os valore numéricos para matriz de rigidez dos ferrolhos estão devidamente
apresentados no anexo B.
Sobreposição dos efeitos
Por fim, para se ter em conta a contribuição de ambos os elementos, recorre-se
ao princípio de sobreposição dos efeitos. Para tal, é importante que a matriz de
rigidez dos ferrolhos tenha a mesma dimensão que a do aparelhos de apoio em
neoprene.
Ordenando a matriz de rigidez dos ferrolhos de acordo com a ordem adoptada










KL +KLL KLV KLT 0 KLθV KLθT
KV +KV V KTV KV θL 0 KV θT
KT +KTT KTθL KTθV 0
Kθ,L +KθθL 0 0










Os aparelhos de apoio em neoprene são de secção quadrangular e encontram-se
localizados nas zonas de ligação da viga ao pilar e dos cachorros aos painéis de
rampa; a geometria das lâminas para cada uma dessas zonas está definida na
Tabela 3.4:
Tabela 3.4: Geometria das lâminas de neoprene [62]
Dimensões Zona de ligação




Para efeitos de cálculo da rigidez vertical foi utilizado o menor dos dois de valores
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do coeficiente β2 acima recomendados (β2 = 5), por um lado pelo facto de
as laminas de neoprene se caracterizarem mecanicamente por um aumento de
rigidez com o decorrer do tempo e, por outro lado, pelo facto de o coeficiente β2
ser directamente proporcional à rigidez.
As matrizes de rigidez das lâminas de neoprene são calculadas para um valor de
G = 1.35MPa, que resultou da média dos dois valores extremos acima referidos.
Para o coeficiente β3 obtiveram-se: β3 = 86.20, para a zona de ligação da viga
ao pilar e no que concerne à ligação da zona do cachorro à rampa β3 = 66, 26,
este valor foi obtido a partir da interpolação dos valores mais próximos da razão
a/b = 4.8, de acordo com a Tabela 3.3.
Para o cálculo da matriz de rigidez dos ferrolhos, importa lembrar que na zona de
ligação da viga ao pilar existem 2 varões φ20 e na zona de ligação cachorro ao
pilar 6 varões φ16. Sendo que para o valor de módulo de elasticidade do aço, E,
tem-se E = 200 GPa.
Os valores das matrizes de rigidez são apresentados de maneira mais
descriminada no anexo B. De seguida, são apenas apresentados os valores finais,
correspondentes à contribuição conjunta dos dois elementos, em KN , m e rad.
Entendam-se as nomenclaturas KV/P e KC/R, como sendo, respectivamente,










1, 4E + 6 0 0 0 0 −2, 1E + 4
4, 3E + 6 0 3, 1E + 5 0 0
1, 4E + 6 −2, 1E + 4 0 0
2, 4E + 4 0 0
SIM 3, 1E + 4 0


















4, 6E + 7 0 0 0 0 −2, 3E + 5
2, 7E + 7 6, E + 5 0 0
4, 6E + 7 −2, 3E + 5 0 0
4, 6E + 4 0 0
SIM 1, 0E + 6 0










Depois de se ter o modelo geométrico completo, procedeu-se à discretização da
estrutura, garantindo-se sempre a homogeneidade da estrutura, ou seja, que os
elementos Frame fossem sempre divididos nas mesmas dimensões, o mesmo
procedimento foi tomado para os elementos Shell.
De seguida, na Tabela 3.5, apresentam-se as discretizações feitas para cada
elemento Frame e Shell, até se alcançar uma discretização em que se
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verificassem insignificantes variações das frequências próprias da estruturas para
análise modal.
Tabela 3.5: Refinamento do modelo
Elementos Frame L (m) M1 M2 M3 M4 M5
Viga “I” 29 1 4 8 16 32
Cachorros pilar-tabuleiro 1,8 1 2 4 6 8
Cachorros pilar-rampa 1,13 1 2 4 6 8
Patamar 1,10 1 2 4 6 8
Rampa 6,43 1 2 4 6 8
Pilares das rampas 6,43 1 2 4 8 16
Pilar-tabuleiro
Secç. con. 0,82 1 1 1 1 1
Secç. var. 5,13 1 1 2 6 8
Capitel
Secç. con. 0,38 1 1 1 1 1
Secç. var. 0,5 1 1 1 1 1
Elemento Shell A (m2) M1 M2 M3 M4 M5
Tabuleiro 50,17 15 16 24 48 96
Na Figura 3.19, apresenta-se a evolução gráfica das frequências fundamentais
nas três direcções espaciais do modelo analítico com o refinamento, onde se nota
que a partir do modelo M3 não se verificaram alterações significativas em termos
de frequências próprias.






















Figura 3.19: Evolução das frequências com o refinamento do modelo
Para o modelo analítico desenvolvido são apresentadas, na Figura 3.20, as vistas
tridimensional, frontal e lateral correspondentes ao modelo analítico M5.
No presente trabalho é dada importância aos primeiros modos de vibração
da estrutura nas direcções longitudinal, transversal e vertical. Neste contexto,
apresentam-se na Figura 3.21, as configurações modais dos primeiros modos de
3.4. MODELO ANALÍTICO DA ESTRUTURA 49
(a) Vista tridimensional (b) Vista frontal
(c) Vista lateral
Figura 3.20: Vistas do modelo analítico
vibração da estrutura nas três direcções espaciais, correspondentes ao modelo
M5.
(a) 1o modo longitudinal (ω = 1, 665 Hz) (b) 1o modo transversal (ω = 2, 759 Hz)
(c) 1omodo vertical (ω = 3, 038 Hz)
Figura 3.21: Configurações modais
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3.5 Caracterização dinâmica
Os ensaios de caracterização dinâmica às acções ambientais efectuados na
PP3141 foram concretizados no dia 24 de Julho de 2012, entre as 12:10
e as 15:55, com recurso a três aparelhos de monitorização de vibração da
marca SYSCOM instrument, modelo SMS2002 triaxial, cujas componentes estão
apresentadas na Figura 3.22 e descritas em seguida.
Figura 3.22: “Kit” completo do sistemas de monotorização de vibração da Syscom
a) um elemento de processamento/armazenamento dos dados, Redbox
MR2002-CE, que dispõe de memória e bateria para funcionamento
autónomo;
b) um geofone MS2002 triaxial acompanhado de uma plataforma de montagem
que permite que o mesmo se mantenha fixo e devidamente nivelado no
decurso do ensaio;
c) uma antena GPS com cabos de 15 m de comprimento, que permitem
que todos os sensores utilizados no ensaio tenham os respectivos
relógios acertados para a mesma referência, possibilitando assim a
medição simultânea da resposta estrutural em diversos dos seus pontos
instrumentados;
d) uma antena GPS interno com cabos de 3 m de comprimento, com as
mesmas finalidades que o primeiro;
e) um cabo de comunicação, de 3 m de comprimento, que permite a
transmissão dos dados do geofone MS2002 triaxial para o elemento de
Redbox MR2002-CE ;
f) um cabo de alimentação a corrente eléctrica para os elementos de Redbox
MR2002-CE, com 3 m de comprimento;
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g) um computador portátil que dispõe dos software WinCom e VIEW2002
apropriado para todo o processo de gravação e monitorização dos aparelhos
de vibração da Syscom;
h) um cabo de comunicação com 3 m de cumprimento que, para além de
permitir o processo de monitorização dos aparelhos de vibração Syscom,
possibilita a transferência da informação gravada, dos elementos de Redbox
MR2002 - CE ao computador portátil, permitindo, desta forma, uma prévia
análise dos resultados in situ;
i) um estojo de armazenamento de todos os elementos acima mencionados.
Os sensores de velocidade utilizados caracterizam-se por apresentarem uma boa
sensibilidade, e registam frequências no intervalo de 1 a 315 Hz. No entanto, o
facto de estes aparelhos serem insensíveis às frequências abaixo de 1,0 Hz não
traz problemas nenhuns para aquilo que são os objectivos deste trabalho, pois,
segundo Wheeler e Tilly [91, 87], a gama de frequências para pontes pedonais
varia entre 1,70 a 3,5 Hz.
3.5.1 Procedimentos de ensaio
Na presente secção são apresentados os resultados identificados
experimentalmente, antecedidos de uma breve descrição das técnicas utilizadas
para a sua concretização.
Os ensaios efectuados visaram a identificação dos três primeiros modos de
vibração nas direcções longitudinal, transversal e vertical do tabuleiro da PP3141.
Na Figura 3.23 está apresentada a vista panorâmica da ponte pedonal estudada.
Figura 3.23: Vista panorâmica da ponte pedonal estudada
Foram instrumentadas cinco secções diferentes, como se pode ver na Figura 3.24,
que representa o corte longitudinal do tabuleiro. As secções instrumentadas
correspondem às secções nas extremidades do tabuleiro (S1 e S5), a um quarto
de vão (S2), a meio vão (S3, ref.) e a 3/4 de vão (S4).
Na Figura 3.25 apresenta-se um corte transversal do tabuleiro com os três
alinhamentos dos pontos instrumentados, onde ALe e ALd, alinhamentos à
esquerda e à direita, respectivamente, correspondem aos alinhamentos sobre os
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Figura 3.24: Pontos instrumentados secções longitudinal do tabuleiro
quais o tabuleiro assenta as vigas e o alinhamento AL,ref. a meio da secção,
corresponde ao alinhamento onde se encontra o geofone de referência.
Figura 3.25: Pontos instrumentados secções transversais do tabuleiro
Tendo em conta as Figuras 3.24 e 3.25, é fácil perceber que o geofone de
referência corresponde ao ponto a meio-vão do tabuleiro, ou seja, intercepção
entre o alinhamento de referência (AL, ref.) e a secção do tabuleiro a meio-vão
(S3, ref.).
A técnica de ensaio adoptada consistiu em manter sempre fixo o geofone 2 (G2)
num ponto de referência (7, ref.), e os restantes foram sucessivamente colocados
nos restantes pontos até se medir a resposta do sistema em toda a malha de
pontos instrumentados.
No total, foram efectuados sete ensaios, que correspondem à instrumentação de
quinze pontos. Na Figura 3.26 indicam-se os pontos instrumentados para os sete
ensaios, sendo que as confugurações correspondentes podem ser consultados,
com mais detalhe, no anexo C.
Figura 3.26: Pontos instrumentados nos sete ensaios
Para auxiliar o esquema dos pontos onde foi medida a resposta da estrutura
durante os ensaios, foi também elaborada uma tabela que traduz a sequência de
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Tabela 3.6: Localização dos geofones em cada ensaios
Ensaio
G1 G2, ref. G3
Ponto Ponto Ponto
1 11 7,ref. 3
2 2 7,ref. 12
3 8 7,ref. 6
4 19 7,ref. 18
5 1 7,ref. 13
6 10 7,ref. 4
7 9 7,ref. 5
ensaios a efectuar, indicando os números dos pontos onde cada transdutor deve
ser colocado (Tabela 3.6).
A título ilustrativo, na Figura 3.27 está apresentada a distribuição dos três
aparelhos de vibração Syscom para o ensaio 4, onde se podem ver todos os
elementos utilizados no processo de instrumentação dos 7 ensaios.
O ensaio 4 caracteriza-se por apresentar os três geofones alinhado no meio vão
do tabuleiro, onde os geofones 1 e 3 (G1 e G3) se encontram posicionados,
respectivamente nos alinhamentos ALe (ponto 19) e ALd (ponto 18) e o geofone 2
(G2) encontra-se no alinhamento AL,ref. (ponto 7,ref).
(a) Ensaio 4 (b) Ensaio 4
Figura 3.27: Disposição dos três aparelhos de vibração Syscom (ensaio 4)
Ainda para para o ensaio 4 na Figura 3.28, apresentam-se as leituras registadas
pelo geofone 2 (G2) para uma frequência de amostragem de 100 Hz e uma
duração de 15 minutos.
A frequência de amostragem de 100 Hz foi escolhida com propósitos minimizar ao
máximo os erros por sobreposição, eliminando desta forma o contributo de todas
as frequências acima da frequência de Nyquist.
De acordo com Wheeler e Tilly [91, 87] a gama de frequências para pontes
pedonais varia entre 1,70 a 3,5 Hz e por tanto para uma frequência de amostragem
de 100 Hz é possível identificar frequências até 40 Hz, o que por um lado garante
que sejam identificadas as frequências esperadas e por outro, garante-se as
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condições do teorema de amostragem de Shannon segundo o qual, a frequência
de amostragem (fs) deve ser pelo menos igual ao dobro da máxima frequência
máxima (fmáx) das componentes do sinal.
Os restantes registos de velocidades estão disponíveis no site:
http://cornel.dec.fct.unl.pt/SUPERB/, última consulata 05/11/12.
Figura 3.28: Registo vertical de velocidades G2 ensaio 4
3.5.2 Identificação modal
Para a identificação modal foram utilizados os métodos de decomposição no
domínio da frequência (FDD) e sua versão melhorada (EFDD) com recurso ao
programa ARTeMIS Extractor [86].
Numa primeira fase foi utilizado o método FDD para identificar as frequências
próprias e visualização das configurações modais da PP3141. O método FDD
baseia-se no algoritmo de decomposição em valores singulares (SVD) da matriz
das funções de densidade espectral de resposta, nas quais se encontram
realçadas as contribuições modais mais importantes em cada frequência.
Na Figura 3.29, apresentam-se os espectros dos quatro primeiros valores
singulares da matriz das funções de densidade espectral de resposta em
velocidade do passadiço PP3141, medidas experimentalmente utilizando os
métodos FDD.
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Figura 3.29: Espectros dos quatro primeiros valores singulares da matriz de
funções de densidade espectral em velocidades métodos FDD
Numa segunda fase foi utilizado o método EFDD que, por um lado, permitiu
comparar os valores estimados pelo método FDD e, por outro lado, permitiu
estimar o amortecimento da estrutura.
No método EFDD é introduzido um aperfeiçoamento que permite a definição de
funções de densidade espectral com características de osciladores de 1 grau
de liberdade, na vizinhança dos picos de ressonância, com base em critérios
de correlação entre os vectores singulares dos picos ressonantes e os da sua
vizinhança.
Aplicando o algoritmo da IFFT às funções de densidade espectral, extraídas dos
espectros de valores singulares, obtém-se a função de auto-correlação a partir da
qual se estimam os coeficientes de amortecimento e as frequências naturais.
Na Figura 3.30, apresentam-se os espectros dos quatro primeiros valores
singulares da matriz das funções de densidade espectral de resposta em
velocidade do passadiço PP3141, medidas experimentalmente utilizando os
métodos EFDD.
Nas Figuras 3.29 e 3.30 estão identificados os valores das frequências dos picos
de ressonância que correspondem às frequências naturais da estrutura, sendo
que os três primeiros picos correspondem aos modos longitudinal, transversal e
vertical, respectivamente.
Nos picos de amplitude identificados no espectro do primeiro valor singular
(Figura 3.30), foram aplicados procedimentos do método EFDD com recurso ao
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Figura 3.30: Espectros dos quatro primeiros valores singulares da matriz de
funções de densidade espectral em velocidades métodos EFDD
programa ARTeMIS Extractor [86], com o objectivo de estimar os coeficientes de
amortecimento correspondentes a cada ensaio efectuado, seguido de uma média
para os sete ensaios, obtendo-se os valores apresentados na Tabela 3.7.
Tabela 3.7: Estimativa do coeficiente de amortecimento pelo método EFDD




A estimativa do coeficiente de amortecimento é feita aplicando a inversa da
transformada de Fourier aos osciladores de 1 grau de liberdade, de onde se obtêm
as funções de auto-correlação a partir das quais é possível estimar os coeficientes
de amortecimento modais e valores ajustados para as frequências.
A título ilustrativo são apresentados, apenas para o 1◦ modo do ensaio 4, os
resultados da estimativa do coeficiente de amortecimento pelo método EFDD. Os
resultados que se apresentam de seguida tem por objectivo mostrar a técnica que
o método EFDD utiliza para estimar o coeficiente de amortecimento.
Em primeiro lugar, são identificados os máximos positivos e negativo das funções
de auto-correlação, a partir das quais é possível determinar o decremento
logarítmico:










onde r0 é o valor inicial da função de auto-correlação; e rk é o k-ésimo máximo
(positivo ou negativo) da função de auto-correlação.
Figura 3.31: Correlação normalizada dos valores singulares do espectro
Mmín = 0.3 Mmáx = 0.95
Em segundo lugar, sendo possível relacionar o decremento logarítmico δ e o
valor inicial da função de auto-correlação r0, através da regressão linear em




δ2 + 4 · π2
(3.10)
Figura 3.32: Validação da estimativa do coeficiente de amortecimento
ω = 1.93± 8.19E − 5Hz
Por fim, tendo em conta que a frequência é o inverso do tempo necessário
para completar um ciclo completo, é possível avaliar este intervalo de tempo
através da regressão linear nos instantes de passagem por zero e nos instantes
correspondentes aos valores máximos (positivos ou negativos) e tendo em conta






Com o objectivo de minimizar os erros provenientes quer do processo de medição,
quer da aplicação das técnicas de processamento, todos os registos de velocidade
foram objecto de um pré-processamento na avaliação e estimativa das funções de
densidade espectral de potência da resposta em velocidades:
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Figura 3.33: Validação da estimativa do coeficiente de amortecimento
ω = 1.93± 8.19E − 5Hz
• foram considerando 41 amostras independentes, de 1024 valores cada, com
duração de 20,48 segundos, o que se traduz numa resolução em frequências
de 0,02411 Hz, obtendo-se assim uma estimativa alisada (smoothed) da
função de densidade espectral;
• as amostras independentes forma sobrepostas em 2/3, às quais foi
aplicada uma janela de processamento de dados para reduzir o efeito de
escorregamento (leakage);
• tal como já foi referido os registos foram recolhidos para uma frequência
de amostragem 100 Hz do modo a minimizar os erros por sobreposição e
identificar frequências até 40 Hz.
3.6 Avaliação da qualidade do modelo de elementos
finitos
No processo de avaliação experimental das características dinâmicas de
estruturas, é de interesse prático a comparação dos resultados obtidos
experimentalmente com os resultados obtidos por via analítica, nomeadamente
com modelos de elementos finitos.
A comparação entre os resultados experimentais e os analíticos permite avaliar
a qualidade do modelo de elementos finitos, que por sua vez permite estudar a
integridade da estrutura face a solicitações dinâmicas, como é o caso da acção do
sismo.
3.6.1 Comparação entre frequências próprias
As frequências próprias são, geralmente, o primeiro parâmetro usado para
comparação das características dinâmicas medidas experimentais e as calculadas
com base no modelo de elementos finitos.
Na presente secção são feitas comparações entre os resultados obtidos
experimentalmente e os obtidos por via analítica, concretamente para o modelo
de elementos finitos M5.
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Comparam-se, em primeiro lugar, as frequências dos dois métodos utilizados para
identificação das características modas Tabela 3.8.
Tabela 3.8: Erro relativo entre frequências obtidas experimentalmente
Modo FDD (Hz) EFDD (Hz) Amortecimento (%) Erros (%)
1o 1,904 1,910 2,311 0,314%
2o 2,508 2,522 1,512 0,555%
3o 3,027 3,021 1,125 0,198%
Da confrontação entre as frequências obtidas pelo métodos FDD e EFDD
Tabela 3.8, conclui-se que, para efeitos de estimativa de frequências próprias,
pode ser utilizado qualquer um dos dois métodos, pois o erro relativo entre ambos
é insignificante, não chegando a 1%.
A origem das diferenças existentes entre os métodos FDD e EFDD está no facto
de no método EFDD terem sido introduzidos alguns aperfeiçoamentos. Contudo,
importa lembrar que o método EFDD se baseia nos mesmos fundamentos do
método FDD, ou seja, na estimativa das funções de densidade espectral da
resposta, calculadas por intermédio do algoritmo da FFT.
No método FDD baseia-se na operação de decomposição aproximada da resposta
dos sistemas, nas contribuições de sistemas independentes de um grau de
liberdade, cada um correspondente a um modo de vibração, através da aplicação
do algoritmo SVD.
Por outro lado, no método EFDD não se seleccionam apenas os picos
dos espectros de valores singulares, mas sim zonas desses espectros cujos
respectivos vectores singulares têm entre si uma correlação elevada, ou seja, que
corresponde à resposta do sistema num modo de vibração.
Em seguida avalia-se o erro relativo entre as frequências calculadas pelo modelo
de elemento finito e as obtidas experimentalmente pelo método EFDD 3.9.
Tabela 3.9: Erro relativo entre frequências calculadas e experimentais M5
Modo SAP2000 - M5 (Hz) EFDD (Hz) Amortecimento (%) Erros (%)
1o 1,665 1,910 2,311 12,827%
2o 2,759 2,522 1,512 8,590%
3o 3,038 3,021 1,125 0,559%
Avaliando pelo erro relativo entre as frequências calculadas analiticamente e as
identificadas experimentalmente pelo método EFDD, nota-se alguma discrepância
entre ambos, com destaque para as frequências longitudinal e transversal
que apresentam, respectivamente, um erro relativo de 12,827 e 8,590%,
respectivamente (Tabela 3.9).
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Na origem das diferenças entre as frequências calculadas analiticamente e as
identificadas experimentalmente podem estar muitos factores associados, alguns
de identificação imediata, como, por exemplo, as fendas visíveis ilustradas na
Figura 3.34, e outros intrínsecos as características dos materiais.
(a) Zona de ligação viga pilar (b) Viga “I” (c) Tabuleiro
Figura 3.34: Fendas na estrutura
Um outro factor que importa referir é o desgaste dos aparelhos de apoio em
neoprene nalgumas zonas de ligação entre os elementos estruturais.
Para além dos casos de estado limites de utilização referidos, constatou-se o não
cumprimento de alguns pressupostos definidos em projecto, na fase de execução
da obra, como é o caso da falta, ou até inexistência, de aparelhos de neoprene
nalgumas zonas de ligação entre os elementos estruturais.
3.7 Actualização do modelo numérico desenvolvido
Com vista ao estudo do comportamento estrutural da PP3141 quando sujeita a
uma acção sísmica regulamentar, na presente secção são feitas modificações do
modelo analítico, de modo que as propriedades dinâmicas com eles calculados
sejam mais próximas das identificadas experimentalmente.
Regra geral, a actualização de modelos de elementos finitos é feito por uma
técnica complexa, designada optimização, que têm em conta o elevado número
de gaus de liberdade e as diversas variáveis estruturais.
No presente trabalho, a calibração do modelo é feita manualmente, tendo-se
analisado dois parâmetros: o módulo de elasticidade do betão e os aparelhos de
apoio em neoprene, ambos pelas razões acima mencionadas (estados limites de
utilização e o não cumprimento de alguns pressupostos definidos em projecto, na
fase de execução da obra).
Assim, os resultados analíticos que melhor se ajustaram aos experimentais foram
conseguidos com:
• redução do valor do módulo de elasticidade em 10 %;
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• aumento da rigidez vertical das lâminas de neoprene na zona de ligação dos
pilares de tabuleiro às vigas, passando de 4,05E+03 para 4.86E+03, o que
corresponde a um aumento na ordem dos 20 %;
• desprezou-se a rigidez das lâminas de neopreno nalgumas zonas de ligação
das rampas aos cachorros onde se constatou a não existência destes
elementos;
• redução da rigidez das lâminas de neopreno, em cerca de 7 %, nas zonas
de ligação das rampas aos cachorros em que se constatou existir desgaste
dos mesmo, aquando da visita a obra.
A calibração do modelo de elementos finitos M5 permitiu ajustar os valores
de frequência para valores que melhor se aproximam dos experimentais, como
veremos nas duas secções que se seguem.
A confrontação entre as frequências naturais calculadas analiticamente e as
obtidas experimentais pode não ser suficiente para tirar conclusões em relação
à qualidade do modelo analítico. Neste contexto, sob pena de se estar a
fazer comparações sem sentido, é conveniente analisar também as respectivas
configurações modais.
Em seguida, são então comparadas as frequências próprias calculadas para o
modelo de elementos finitos calibrado (MC) e obtidas experimentalmente, tendo
em conta as respectivas configurações modais.
3.7.1 Comparação entre frequências próprias
Na Tabela 3.10 estão apresentados os erros relativos entre os valores calculados
(modelo MC) e experimentais (métodos EFDD), onde se pode constatar que,
com calibração do modelo, as diferenças entre as frequências calculadas e
experimentais melhoraram, sendo que o erro máximo se verifica no caso do
1◦ modo, em cerca de 1 %.
Tabela 3.10: Erro relativo entre frequências calculadas e experimentais MC
Modo MC (Hz) EFDD (Hz) Amortecimento (%) Erros (%)
1o 1,931 1,910 2.311% 1,082%
2o 2,498 2,522 1,512% 0,957%
3o 3,041 3,021 1,125% 0,671%
3.7.2 Configurações modais
A forma mais imediata de efectuar a comparação entre as componentes modais
calculadas com um modelo analítico e as identificadas experimentalmente
é através da comparação da sua representação gráfica. Assim, nas
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Figuras 3.35, 3.36 e 3.37 apresentam-se as configurações modais dos três
primeiros modos de vibração identificados experimentalmente pelo método EFDD,
com base no programa ARTeMIS Extractor e as configurações do modelo de
elementos finitos SAP2000, para o model MC.
As configurações modais que de seguida são apresentadas, apenas permitem
avaliar a concordância dos resultados obtidos por via experimenta aos calculados
pelo modelo de elementos finitos em termos qualitativo, sendo portanto
indispensável a análise efectuadas com base nos coeficientes MAC, que de
seguida são apresentadas de modo a se quantificar essa concordância.
Atendendo ao parágrafo anterior, importa referir que para se efectuar a
comparação através do coeficiente MAC foi preciso extrair do modelo dos
elementos finitos, para cada modo de vibração, os valores dos deslocamentos
em cada um dos pontos instrumentados nos ensaios experimentais. Para que tal
seja possível, é importante que a grelha de elementos finitos seja elaborada em
concordância com os pontos que se pretendem instrumentar.
Uma vez extraídos os valores dos deslocamentos, estes são ordenados, também
para cada modo de vibração, em ficheiro *uff que são em seguida importados
para o programa ARTeMIS Extractor de onde é possível quantificar o ajuste entre
os resultados obtidos por ambas as vias.
(a) EFDD (ω = 1, 910 Hz, ξ = 2, 311%)
(b) SAP2000 modelo MC (ω = 1, 931 Hz)
Figura 3.35: Configurações do 1o modo longitudinal
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(a) EFDD (ω = 2, 522 Hz, ξ = 1, 512 %)
(b) SAP2000 modelo MC (ω = 2, 561 Hz)
Figura 3.36: Configurações do 1o modo transversal
(a) EFDD (ω = 3, 021 Hz, ξ = 1, 126 %)
(b) SAP2000 modelo MC (ω = 3, 005 Hz)
Figura 3.37: Configurações do 1o modo vertical
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Analisando as configurações modais da PP3141, representadas nas
Figura 3.35, 3.36 e 3.37, pode verificar-se que, em geral, parece existir uma
boa concordância entre as configurações identificadas e as calculadas com o
modelo de elementos finitos, vejamos em seguida se realmente pode-se afirmar
existir uma boa concordância entre os resultados.
3.7.3 Matriz dos coeficientes MAC
Matriz dos coeficientes MAC (Modal Assurance Criterion) é um outro critério
que se tem revelado adequado para a comparação das componentes modais
calculadas com um modelo analítico com as identificadas experimentalmente.
A matriz dos coeficientes MAC consiste basicamente em exprimir a correlação
entre ambas as configurações modais. Se, para valores próximos da
unidade, mostram que existe uma boa correlação entre as configurações, por
contraposição, valores próximos de zero denunciam que a correlação é má.
Na figuras 3.38, apresentam-se, sob forma de mapa de cores, as matrizes de
correlação entre as configurações modais calculadas pelo método dos elementos
finitos utilizando o programa SAP2000SAP2000 e as experimentais obtidas
através do programa ARTeMIS Extractor, utilizando o método EFDD.
Figura 3.38: Coeficiente MAC entre o método EFDD e SAP2000 MC
Como se pode verificar na Figura 3.38, os elementos da diagonal principal dessa
matriz são suficientemente próximos de 1, enquanto que os restantes elementos
são, no geral, próximos de 0, o que mostra a boa correlação entre as componentes
modais identificadas e as calculadas com o modelo.
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3.8 Considerações finais
No presente capítulo, reservado ao estudo de uma ponte pedonal, começou-se
por fazer uma descrição da envolvente da obra estudada, bem como dos
elementos que a compõem; em seguida foram descritos todos os pressupostos
que permitiram a elaboração do modelo de elementos finitos, bem como a
descrição da evolução do modelo que permitiu fazer a análise da resposta sísmica
da ponte.
Foi feita a caracterização dinâmica da ponte e, com base nos resultados obtidos,
foram comparados os resultados calculados analiticamente com os extraídos por
via experimental, a partir do qual se observou existir um erro máximo de cerca de





Uma estrutura pré-fabricada caracteriza-se por ser constituída por diversos
elementos ligados uns aos outros. Neste contexto, a questão que se coloca é se
as ligações entre os elementos que compõem a estrutura satisfazem as condições
de segurança preconizadas nas normas que abordam este tema.
Para avaliar a capacidade resistente das ligações entre os elementos estruturais a
estrutura estudada é solicitada a acções sísmicas regulamentares de acordo com
o EC8.
4.2 Critérios de segurança
No caso de acções laterais, como por exemplo o sismo, na zona de ligação entre
a viga e o pilar podem ocorrer dois fenómenos:
• fricção na superfície de interface entre os materiais que leva a diminuições
consideráveis da resistência de corte dos varões que conferem a ligação
dos materiais pré-fabricados. Este fenómeno é conhecido como efeito de
ferrolho, Figura 4.1.
Figura 4.1: Representação do efeito de ferrolho, adaptado de [34]
Como se pode constatar pela figura anterior, o efeito de ferrolho está
associado a um esmagamento localizado do betão e à tracção do betão
no lado oposto, levando a um aumento do braço do momento.
67
68 CAPÍTULO 4. RESULTADOS E ANÁLISE
• deslocamentos relativos excessivos entre o pilar e o tabuleiro que podem
conduzir a um eventual colapso da estrutura, Figura 4.2.
(a) Estrutura não solicitada (b) Estrutura solicitada (c) Situação de colapso
Figura 4.2: Colapso devido ao deslocamentos relativo excessivo entre o pilar e o
tabuleiro, adaptado de [81]
4.2.1 Efeito de ferrolho
Na esmagadora maioria dos casos de dimensionamento estrutural, o efeito
de ferrolho é desprezado, pois não consta da maior parte das normas de
dimensionamento estrutural. No entanto, resultados experimentais provam que
a maior parte dos danos que se verificam na zona de ligação entre elementos
estruturais são originados pela não consideração deste efeito [34].
A norma BS 8110 [14] considera que os esforços de corte resistente dos varões
vêm dados pela expressão seguinte:
VRd = 0, 6fyAs cosα (4.1)
onde fy é a tenção de cedência do aço, As é a área do varão do aço e α é o ângulo
que o eixo do varão faz com o plano horizontal.
Para se poder avaliar as consequências que podem advir da não consideração
do efeito de ferrolho tomou-se como referências as expressão (4.2) e (4.4), que
correspondem ao cálculo do valor máximo da força de corte na ligação entre dois
elementos estruturais tendo em conta o efeito de ferrolho.
A expressão matemática (4.2) foi obtida com base em resultados
experimentais [34]:





− 4e φ 0, 67fcu (4.2)
onde fcu é a resistência à compressão do betão num provete cúbico, φ é diâmetro
do varão e e é o comprimento do varão chumbado no pilar, para numa fase
posterior se proceder à selagem à viga (ver Figura 4.1).
Importa referir que, para efeitos de cálculo, o valor de e vem dado pela expressão
seguinte:
e = w + φ/2 (4.3)
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onde w é o espaço ente as vigas em “I” e o pilar e φ é diâmetro do varão (ver
Figura 4.1).
O CEB FIP Model code 90 (MC 90) [22] recomenda que a expressão (4.4) para o




























em que γRd é um coeficiente associado à incerteza do valor da força de corte
resistente (γRd = 1.3), fcd é o valor de cálculo da tensão de rotura do betão
a compressão, e é a excentricidade da carga e σs é a tensão de tracção nos
ferrolhos.
Para aplicar a expressão (4.4), devem ser satisfeitas duas condições: as condições
geométricas expressas na Figura 4.3 e o deslocamento relativo entre as duas
faces de betão deve ser tomado igual a 0, 10φ, de modo a mobilizar a força de
corte máxima nos ferrolhos.
Figura 4.3: Condições geométricas para a mobilização do efeito de ferrolho,
adaptado de [22]
O betão dos pilares da ponte estudada é de classe C25/30, varões A500NR com
diâmetro de 20 mm. O comprimento do varão chumbado no pilar é de cerca de 25
mm e o espaço entre a viga em “I” e o pilar é de 30 mm.
Como se pode constatar, dos resultados apresentados na Tabela 4.1, à não
consideração do efeito de ferrolho na resistência da ligação está associado um
erro de cerca de 80 %.
Para efeitos de verificação de segurança toma-se como valor de máxima força de
corte na ligação os 18,84 KN. Tendo em conta que cada ligação viga - pilar, tem
contribuição de dois varões φ20, a força de corte máxima é então de 37,69 KN.
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Tabela 4.1: Força de corte resistente
As fy fcu fcd σs VRd (BS8110) VRd [34] VRd (MC 90)
mm2 MPa MPa MPa MPa KN KN KN
314,147 500 30 20 435 90,25 13,22 18,84
4.2.2 Aparelhos de apoio em neoprene simples
O deslocamento máximo das lâminas de neoprene pode ser calculado de acordo




εq,d < 0, 7 (4.7)
onde εq,d é a distorção devido aos deslocamentos horizontais, δxy,Rd é o máximo
deslocamento horizontal e Tq espessura total de elastómero.
Para uma espessura de 30 mm de aparelhos de apoio em lâminas de neoprene,
o deslocamento máximo admissível é de 21 mm.
4.3 Acção sísmica segundo o EC8 (NP EN 1998 - 1 2010)
Segundo o EC8 [47], existem dois cenários sísmicos a considerar, que podem
afectar Portugal: um designado de afastado que é referente, em geral, aos sismos
com epicentro na região Atlântica e que corresponde à acção sísmica tipo 1; e
outro designado próximo, que é referente, em geral, aos sismos com epicentro
no território continental ou no Arquipélago dos açores e que corresponde à acção
sísmica tipo 2.
As características sísmicas regulamentares para a região onde se localiza a
PP3141 estão sintetizadas na Tabela 4.2, para ambos os cenários acima descritos.
Tabela 4.2: Características sísmicas regulamentares
Acção sísmica Tipo 1 Acção sísmica Tipo 2
Classe de Importância III III
Tipo de terreno C C
Zona sísmica 1,2 2,3
Coeficiente de comportamento 2,0 2,0
Apesar da estrutura por si só não pertencer à classe de importância definida na
Tabela 4.2, esta tem na sua envolvente infra-estruturas cuja operacionalidade deve
ser assegurada, mesmo depois de uma acção sísmica de elevada magnitude,
como são os casos do Hospital Distrital de Faro, do Hospital de Santa Maria de
Faro e do Aeroporto Internacional de Faro, que são de classe IV.
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Portanto, em caso de colapso da PP3141, a EN 125 - 10 pode ficar obstruída
e o acesso a qualquer uma das infra-estruturas acima referidas pode ser
condicionado, pelo que se optou por admitir que a PP3141 seja de classe III, ao
invés da classe II, como seria em situações normais.
O amortecimento foi calculado com base no amortecimento clássico de Rayleigh,
em que a matriz de amortecimento (C) é definido em proporcionalidade com as
matrizes de massa (M) e rigidez (K) pelo sistema que se segue:
C = αM+ βK (4.8)
onde α e β são parâmetros independentes, convenientemente definidos. Esta
hipótese simplificativa facilita o tratamento matemático do problema, sendo na
prática muito utilizado por fornecer uma boa aproximação para grande grupo de
estruturas.
Os coeficientes α e β determinam-se a partir das frequências próprias da estrutura
(ωi,ωj) e dos coeficientes de amortecimento (ζi,ζj). Para o cálculo dos coeficientes















Aplicando o sistema equações (4.9) aos modos longitudinal e transversal,
obtém-se α = 0.1616 e β = 0.005 valores que como se pode constatar do gráfico















Amortecimento de Rayleigh 
Experimental
Analítico = /(2 )+( /2)   
/(2 ) ~  
( /2) ~  
Figura 4.4: Aplicação do amortecimento de Rayleigh a PP3141
Tal como ja foi referido, por se tratar de uma estrutura leve quando comparadas
com outras estruturas rodoviárias, na fase de projecto, não foi efectuado nenhum
estudo geológico-geotécnico para a caracterização das fundações.
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No entanto, verificou-se, dos arquivos da EP, que a PP3141 se encontra a 150 m
de uma Passagem Superior ao Caminho de ferro, cujo projecto refere que as
sondagens SPT atravessaram siltes micáceos, duros à rijos, subjacentes a areias
finas a médias, micáceas, que se apresenta medianamente compacta a muito
compacta, e assinalaram o nível freático a cerca de 4,70 m.
Atendendo ao parágrafo anterior, e ao facto de na memória descritiva e justificativa
desta obra de arte se ter considerado, para efeito de execução das sapatas, uma
tensão de segurança do terreno de 0.20 MPa, foi considerado que o terreno onde
a estrutura se localiza é do tipo C.
Para se ter em conta o funcionamento não linear, definiu-se o coeficiente
de comportamento, que tem por finalidade corrigir os valores do espectro de
resposta elástico, diminuindo-os, permitindo fazer uma análise linear que simula
o comportamento não linear dos elementos estruturais. O valor de coeficiente de
comportamento foi definido de acordo com o EC8 Parte 2 [45].
Satisfeitas as condições impostas pelo EC8 forma gerados espectro de resposta





















Espectro de Resposta de Cálculo 
Acção Sísmica Tipo 1
Acção Sísmica Tipo 2
Figura 4.5: Espectro de resposta de cálculo segundo EC8 (NP EN 1998 - 1 2010)
Segundo o EC8, quando uma estrutura é solicitada pela acção de um sismo os
esforços máximos nos elementos estruturais são calculados directamente através
do espectro de cálculo, enquanto os deslocamentos, no caso de uma analise
linear, devem ser analisados com base nas deformações elásticas do sistema
estrutural aplicando a formula (4.10):
ds = qd de (4.10)
onde ds é o deslocamento máximo devido a acção sísmica de cálculo, qd
corresponde ao coeficiente de comportamento da estrutura e de deslocamento
determinado por uma análise linear baseada no espectro de resposta de cálculo.
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4.4 Resultados
O EC8 [47] preconiza que a combinação das componentes horizontais da acção
sísmica pode ser considerada calculando a raiz quadrada do somatório dos
quadrados dos esforços devidos a cada componente horizontal.
Como alternativa e opção adoptada no presente trabalho, a EN 1998 - 1 prevê
que os esforços devidos à combinação das componentes horizontais da acção
sísmica possam ser calculados considerando a acção sísmica a actuar a 100 %,
numa direcção, e 30 % na outra e vice-versa; e admite a não necessidade de se
considerar a acção do sismo na vertical para estruturas em que a sensibilidade
segundo esta direcção é desprezável
O valor do módulo de elasticidade do material dos elementos estruturais adoptado
no projecto para a situação sísmica é outro factor a ter em consideração. A EN
1998 - 1 estabelece que, no caso de solicitações muito rápidas, como é o caso
do sismo, deve ser considerada metade de rigidez não fendilhada em todos os
elementos estruturais, pois a acção sísmica fendilha as estruturas e, actuando
ciclicamente, os elementos da estrutura respondem em regime fendilhado, com
rigidezes reduzidas.
Os resultados que em seguida são apresentados correspondem à combinação








onde Gk,j é o valor característico das acções permanentes; Aed é valor de cálculo
da acção sísmica; P é valor de cálculo da força de pré-esforço; Qk,i é o valor
quase permanente das acções variáveis; e ψ2,i corresponde ao valor para a
determinação da combinação quase-permanente de acção variável. Os valores
recomendados dos coeficientes ψ2,i podem ser encontrados no anexo A EC0 [46].
Com o intuito de verificar a resistência ao estado limite de rotura e de deformação
excessiva nas zonas de ligação da viga ao pilar, extraíram-se do modelo de
elementos finitos os valores de deslocamento e de forças de corte para diferentes
acções sísmicas nos pontos A, B, C e D que correspondem às zonas de ligação
da viga ao pila, Figura 4.6.
Figura 4.6: Zonas de ligação da viga ao pilar
A verificação da resistência ao estado limite de rotura e de deformação e excessiva
nas zonas de ligação da viga ao pilar é garantida apenas se a inequação (4.12)
for satisfeita.
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Ed ≤ Rd (4.12)
Tabela 4.3: Deslocamento do neoprene e as forças de corte nos ferrolhos
ACÇÃO SÍSMICA TIPO 1
δxy,Rd = 21 mm VRd = 37, 69 KN
δxy,Ed(mm) Verificação VEd(KN) Verificação
Ponto 100% a actuar na direcção x e 30% na direcção y
A 43.40 NÃO 138.6 NÃO
B 33.54 NÃO 47.51 NÃO
C 33.54 NÃO 67.73 NÃO
D 43.40 NÃO 153.0 NÃO
Ponto 100% a actuar na direcção y e 30% na direcção x
A 13.24 SIM 93.27 NÃO
B 10.58 SIM 88.82 NÃO
C 10.56 SIM 75.86 NÃO
D 13.24 SIM 86.13 NÃO
ACÇÃO SÍSMICA TIPO 2
δxy,Rd = 21 mm VRd = 37, 69 KN
δxy,Ed(mm) Verificação VEd(KN) Verificação
Ponto 100% a actuar na direcção x e 30% na direcção y
A 23.10 NÃO 80.78 NÃO
B 18.18 SIM 27.72 SIM
C 18.18 SIM 42.21 NÃO
D 23.12 NÃO 97.33 NÃO
Ponto 100% a actuar na direcção y e 30% na direcção x
A 7.02 SIM 44.42 NÃO
B 5.60 SIM 39.39 NÃO
C 5.64 SIM 34.73 SIM
D 7.02 SIM 43.87 NÃO
4.5 Considerações finais
O presente capítulo, reservado à análise de resultados, começou por apresentar
alguns fundamentos teóricos associados à segurança na ligação entre elementos
pré-fabricados, quando solicitadas acções laterais.
Em seguida foram definidos critérios para a verificação dos estados limites de
ruptura e de deformação excessiva.
Por fim, foram definidas acções sísmicas regulamentares de acordo com o
EC8 para as quais, na maior parte dos casos, não se verificaram os critérios
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de segurança aos estados limite últimos. Tendo-se registado um valor máximo
153,0 KN de força de corte, quando o valor de resistência é de 37,7 KN e para o
deslocamento obteve-se um máximo de 43,4 mm sendo o máximo admissível de
21,0 mm.
O máximo valor da foça de corte nos ferrolhos assim como do deslocamento dos
aparelhos de apoio em neoprene foram verificados para acção sísmica tipo 1 com
o a acção sísmica a actuar a 100 % na direcção transversal e 30 % na direcção
longitudinal.
Embora os resultados obtidos indiquem que, com o modelo de elementos finitos
considerado, não são verificados os pressupostos do Eurocódigo no que diz
respeito aos estados limite últimos, considera-se que uma análise de segurança
requer uma verificação mais pormenorizada dos pressupostos considerados no
modelo de elementos finitos, com especial atenção a zona de ligação entre os
elementos estruturais.
Uma análise prévia mais pormenorizada dos pressupostos considerados no
modelo de elementos finitos, tem que ver com o facto de, para efeitos de
verificação de segurança, na zona de ligação entre elementos estruturais, não
se ter tido em conta o comportamento plástico dos materiais, que reproduz o
comportamento real da estrutura.
Ensaios experimentais [22, 34], provam que forças de corte superiores as
resistentes não conduzem necessariamente a perda de resistência dos ferrolhos,
pois, estes, mesmo depois de atingirem a máxima capacidade resistente,






A dificuldade de circulação de peões devido ao desenvolvimento na construção da
rede viária nacional tem aumentado a necessidade de construção de passagens
superiores, de modo a facilitar o tráfego pedonal. No entanto, as pontes para
peões caracterizam-se por apresentarem vibrações excessivas, às quais estão
associados fenómenos de fissuração, fracturas por fadiga, colapso total ou
parcial, redução de vida útil em serviço, para além do desconforto por parte dos
utilizadores.
Neste trabalho avaliou-se a segurança de uma ponte pedonal, face à acção
sísmica regulamentar. A ponte estudada localiza-se na Estrada Nacional EN
125 - 10, concretamente na freguesia de Montenegro, distrito de Faro, região
do Algarve. Em situação de colapso causada por uma acção sísmica, a ponte
estudada pode condicionar o funcionamento da via e, por consequência, o acesso
à Universidade do Algarve, às estações rodoviária e ferroviária de Faro, ao
Aeroporto Internacional de Faro, bem como ao Hospital Distrital de Faro e ao
Hospital de Santa Maria de Faro.
A avaliação da segurança da ponte pedonal estudada passou por, numa primeira
fase, identificar as características modais medidas experimentalmente. Para tal,
foi preciso fazer uma análise estocástica que, para além de permitir a identificação
dos parâmetros modais, serviu também para a validação e calibração do modelo
de elementos finitos, que numa segunda fase permitiu analisar a resposta da ponte
quando sujeita às acções do sismo.
A identificação das características modais da estrutura foi feita no domínio da
frequência com recurso aos métodos FDD e EFDD, que se sustentam nas funções
de densidade espectral. O método FDD permite a identificação das frequências e
configurações modais; porém, a limitação da resolução finita em frequência não
permite estimar o coeficiente de amortecimento modal. Já no método EFDD, a
limitação da resolução finita em frequência é de alguma forma ultrapassada, sendo
77
78 CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS
por isso possível estimar o amortecimento modal, para além das frequências e
modos de vibração.
Através da aplicação de um método de identificação modal estocástica, na
análise dos registos da resposta da ponte estudada às acções do ambiente
foram identificados sete frequências próprias, das quais se avaliaram apenas as
frequências e os coeficientes de amortecimento dos três primeiros modos.
Foi possível identificar modos até frequências na casa dos 25 Hz, o que em termos
de estruturas de engenharia civil já é um valor que se pode considerar como
elevado. Este facto mostra, por um lado, a capacidade dos transdutores utilizados
para responderem bem até essas frequências, e, por outro lado, a capacidade dos
métodos de identificação modal estocástica aplicados à resposta das estruturas,
induzida pelas acções a que normalmente estão sujeitas.
Os primeiros três modos de vibração avaliados apresentam frequências próprias
de 1.902 Hz, 2.522 Hz e 3.017 Hz respectivamente nas direcções longitudinal,
transversal e vertical. Os coeficientes de amortecimento modal correspondentes
são 2.311 %, 1.512 % e 1.126 %.
Importa referir que as características dinâmicas identificadas experimentalmente
assim como o modelo de elementos finitos desenvolvido, permitirão o
acompanhamento da obra ao longo da sua vida útil e eventualmente o
desenvolvimento de trabalhos futuros no âmbito do projecto SUPERB.
Uma vez conhecidas as características dinâmicas da estrutura procedeu-se à
calibração do modelo de elementos finitos, seguido de uma comparação com
os resultados obtidos experimentalmente, de onde se constatou existir ligeiras
discrepâncias entre as componentes modais identificadas e as calculadas com
o modelo de elementos finitos.
O modelo de elementos finitos foi calibrado, tendo-se verificado uma minimização
do erro entre as componentes modais identificadas e as calculadas com o modelo
de elementos finitos de cerca 14,8% na direcção longitudinal, 9.5 % na direcção
transversal e 0.1 % na direcção vertical.
Uma vez encontrado um modelo de elementos finitos que confere uma boa
concordância entre as componentes modais identificadas e as calculadas, a
estrutura foi então solicitada a diferentes acções sísmicas, para as quais, no geral,
não se verificou a resistência ao estado limite de rotura e a deformação excessiva
nas zonas de ligação da viga ao pilar.
Assim sendo, os resultados obtidos parecem indicar a necessidade da
implementação de uma solução de reforço estrutural. Contudo, antes de se
proceder a um eventual reforço, sugere-se uma análise prévia mais pormenorizada
dos pressupostos considerados na presenta modelação.
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5.2 Desenvolvimento futuro
Para o desenvolvimento deste trabalho foi necessário recorrer a algumas noções
de processamento digital de sinais, porém a apresentação feita no decorrer do
trabalho, relativamente a esse tema, foi ainda limitada. Considera-se assim, como
sendo de bastante interesse uma exploração mais profunda do tema.
A análise estocástica desenvolvida neste trabalho circunscreve-se no domínio da
frequência, explorando-se apenas os métodos de identificação FDD e EFDD, que
se baseiam em técnicas de processamento de sinal que utilizam o algoritmo
da FFT. Com a evolução tecnológica, têm vindo a ser desenvolvidos novos
métodos que também se têm mostrado eficazes no domínio da identificação
modal estocástica, no caso dos métodos no domínio do tempo. Neste contexto, o
recurso a esses métodos permite ultrapassar algumas das limitações dos métodos
baseados no domínio da frequência.
A calibração de modelos analíticos com base nas características dinâmicas
identificadas com métodos de identificação modal estocástica é um dos aspectos
a ter em conta na caracterização dinâmica de estruturas de engenharia civil.
Não tendo sido uma feita uma abordagem exaustiva em relação a esse tema,
considera-se assim que, por este ser de extrema importância, poderia ser alvo
de uma abordagem mais profunda, recorrendo para o efeito às técnicas de
optimização para a calibração do modelo.
Visto que, no geral, não são garantidas as condições de segurança da ponte
estudada, pode ser desenvolvido um estudo de reabilitação sísmica, por exemplo,
com recurso as ligas com memória de forma (LMF) que, até agora, se têm
mostrado eficazes no controlo da resposta do tabuleiro e na redução da ocorrência
do descalçamento durante a acção sísmica.
As LMF, por um lado, permitirão que, mesmo depois de os aparelhos de apoio em
neoprene terem sofrido deslocamentos excessivos recuperem a sua geometria
inicial, devido ao efeito de memória de forma que os caracteriza e, por outro lado,
devido à sua capacidade de superelasticidade, permitem que o material suporte
grandes deformações cíclicas, sem tensões residuais, enquanto ocorre dissipação
de energia.
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O presente anexo têm por objectivo mostrar o procedimento matemático aplicado
para passar a equação do movimento, de um sistema estrutural, no domínio do
tempo para o domínio da frequência, com base nas transformadas de Fourier.
Já se sabe que segundo [21, 19] o movimento de um oscilador de múltiplos graus
de liberdade é regido pela equação matricial que se segue:
Mü (t) +Cu̇ (t) +Ku (t) = p (t) (A.1)
As matrizes M, C e K são a matriz de massa, amortecimento e rigidez do sistema,
cujos elementos mij ,cij e kij representam as forças generalizadas que ocorrem
segundo o grau de liberdade i, quando no grau de liberdade j é induzida uma
aceleração, uma velocidade ou um deslocamento unitário.
Os vectores ü(t), u̇ (t) e u (t) contêm as acelerações, velocidades e
deslocamentos generalizados relativos a cada um dos graus de liberdade da
estrutura, enquanto o vector p (t) contem as forças aplicadas segundo cada um
dos graus de liberdade da estrutura.
Aplicando a transformada de Fourier a cada um dos seus membros da equação
matricial A.1 [61, 55], obtém-se:
ℑ [Mü (t) +Cu̇ (t) +Ku (t)] = ℑ [p (t)] (A.2)
Sendo a transformada de Fourier do vector dos deslocamentos e das forças dada
respectivamente por:
ℑ[u(t)] = U(ω) (A.3)
ℑ[P(t)] = P(ω) (A.4)
e tomando as propriedades da transformada de Fourier para primeira e segunda
derivada do vector dos deslocamentos temos respectivamente:
ℑ[u̇(t)] = i · ω ·U(ω) (A.5)
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ℑ[ü(t)] = −ω2 ·U(ω) (A.6)
de onde se obtem uma nova expressão matricial, que relaciona, no domínio da
frequência a resposta com a excitação:
−m · ω2 ·U(ω) + i · ω ·C ·U(ω) +K ·U(ω) = P(ω) (A.7)
Efectuando simplificações na equação anterior, escrita no domínio da frequência,
chega-se à equação seguinte:
U(ω) =
P(ω)
−ω2 ·M + i · ω ·C+K (A.8)
Assim a solução matemática para a equação diferencial de segunda ordem A.1,
definida no domínio da frequência, vem dada por:
U(ω) = H(ω) ·P(ω) (A.9)
onde U(ω) e P(ω), são vectores que representam as transformadas de Fourier da
resposta e da excitação, respectivamente e H(ω) é uma matriz composta por um
conjunto de componentesH(ω)ij , as quais são funções de resposta em frequência
(FRF) do sistema, que relacionam a resposta no grau de liberdade i com a força
generalizada aplicada no grau de liberdade j. Esta matriz, relaciona-se com as
matrizes M, C e K, que caracterizam o sistema estrutural, através da relação que
se segue [18]:
H(ω) = [−ω2 ·M+ i · ω ·C+K]−1 (A.10)
A FRF é uma função que, no domínio da frequência, caracteriza o comportamento
da estrutura permitindo, desta forma, identificar aproximadamente a gama de
frequências a que a estrutura tem tendência para vibrar.
Apêndice B
Matriz de rigidez
B.1 Matriz de rigidez dos elementos de apoio em
neoprene











KL 0 0 0 0 0
KV 0 0 0 0













Tendo em conta os pressupostos referidos o capítulo 3, apresentam-se de seguida











4.05E + 03 0 0 0 0 0
1E + 05 0 0 0 0
4E + 03 0 0 0




















2E + 04 0 0 0 0 0
2E + 06 0 0 0 0
2E + 04 0 0 0











Entendam-se as nomenclaturas KV/P e KC/R, como sendo, respectivamente,
matriz de rigidez na zona de ligação Viga/Pilar e Cachorro/Rampa.
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B.2 Matriz de rigidez dos ferrolhos
Para o cálculo da matriz de rigidez foram considerados os sistemas acoplados nos
três planos espaciais tal como se representa na Figura B.1, considerando como
sistema base um elemento bi-encastrado.
Figura B.1: Sistemas acoplados considerados nos três planos espaciais
Para os sistemas acoplados apresentados na Figura B.1 é possível conhecer a
rigidez Kij na direcção i quando é imposto um deslocamento nodal dj de valor
unitário, mantendo-se nulos os restantes deslocamentos assim como todas as
solicitações de vão. Desta forma, a matriz de rigidez dos ferrolhos pode ser escrita
















KLL KLV KLθT 0 0 0 0 0 0
KV V KV θT 0 0 0 0 0 0
KθθT 0 0 0 0 0 0
KTT KTV KTθL 0 0 0
KV V KV θL 0 0 0
KθθL 0 0 0

















Na zona de ligação da viga ao pilar (V/P ) existem 2 varões φ20 de comprimento
30 mm e na zona de ligação cachorro ao pilar (C/R) 6 varões φ16 de comprimento
10 mm. O valor de módulo de elasticidade do aço, E, tem-se E = 200 GPa e os
resultados que em seguida são apresentados vem dados em KN , m e rad.
B.2.1 Matriz de rigidez dos ferrolhos no plano LV
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Figura B.2: Deformada e forças de fixação para do sistema porticado, Plano LV




1E + 06 0 −2E + 04
4E + 06 3E + 05






5E + 07 0 −2E + 05
2E + 07 6E + 05
SIM 9E + 04


B.2.2 Matriz de rigidez dos ferrolhos no plano TV
Figura B.3: Deformada e forças de fixação para do sistema porticado, Plano TV













1E + 06 0 −2E + 04
4E + 06 0
SIM 2E + 04






5E + 07 0 −2E + 05
2E + 07 0
SIM 5E + 04


B.2.3 Matriz de rigidez dos ferrolhos no plano LT
Figura B.4: Deformada e forças de fixação para do sistema porticado, Plano LT














1E + 06 0 0
1E + 06 0






5E + 07 0 0
5E + 07 0
SIM 1E + 06


B.3 Sobreposição dos efeitos
Por fim, para se ter em conta a contribuição de ambos os elementos recorre-se
ao princípio de sobreposição dos efeitos. Ordenando a matriz de rigidez dos
ferrolhos de acordo com a ordem adoptada para a matriz de rigidez das lâminas









KL +KLL KLV KLT 0 KL,θV KL,θT
KV +KV V KTV KV,θL 0 KV θT
KT +KTT KTθL KTθV 0
KθL +KθθL 0 0





















1, 4E + 6 0 0 0 0 −2, 1E + 4
4, 3E + 6 0 3, 1E + 5 0 0
1, 4E + 6 −2, 1E + 4 0 0
2, 4E + 4 0 0
SIM 3, 1E + 4 0


















4, 6E + 7 0 0 0 0 −2, 3E + 5
2, 7E + 7 6, E + 5 0 0
4, 6E + 7 −2, 3E + 5 0 0
4, 6E + 4 0 0
SIM 1, 0E + 6 0













Figura C.1: Planta da PP3141 e pontos instrumentados nas sete configurações
97
98 APÊNDICE C. CONFIGURAÇÃO DOS ENSAIOS EFECTUADOS
Tabela C.1: Localização dos geofones nos sete setupes
Configuração
G1 G2, ref. G3
Ponto Ponto Ponto
1 11 7,ref. 3
2 2 7,ref. 12
3 8 7,ref. 6
4 19 7,ref. 18
5 1 7,ref. 13
6 10 7,ref. 4
7 9 7,ref. 5
Figura C.2: Configuração 01
Figura C.3: Configuração 02
Figura C.4: Configuração 03
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Figura C.5: Configuração 04
Figura C.6: Configuração 05
Figura C.7: Configuração 06
Figura C.8: Configuração 07
